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Les variations de´cennales du champ magne´tique terrestre et en particulier celles de la com-
posante Est de sa variation se´culaire (cf Fig. (1.15)) sont e´nigmatiques. Dans les observatoires
magne´tiques europe´ens, cette dernie`re semble en effet pouvoir eˆtre repre´sente´e, au premier
abord, par une succession de segments de droite ; deux segments conse´cutifs e´tant se´pare´s par
une secousse ge´omagne´tique ou (( jerk )) [Courtillot et al., 1978].
L’origine de ces variations semble interne [Courtillot et al., 1978; Malin et Hodder, 1982] et
les tentatives pour leur trouver une origine externe n’ont pas abouti [Alldredge, 1984, 1985;
Nagao et al., 2002].
Or, il a peu de candidats a` l’inte´rieur de la Terre dont la pe´riode caracte´ristique soit de´cennale,
en supposant qu’un phe´nome`ne ondulatoire en soit la cause : les ondes de Rossby associe´es
a` une topographie d’amplitude h ∼ 1 km a` la frontie`re noyau-manteau, qui ont pour pe´riode
2pi/(Ωh/c) [Braginsky, 1970; Jault, 2003] (Ω est la pulsation de la Terre et c le rayon du
noyau) ; et les ondes d’Alfve`n associe´es aux mouvements ge´ostrophiques dans le noyau (ci-
apre`s appele´es ondes de torsion) [Braginsky, 1970].
Dans les anne´es 1950, Hannes Alfve`n, un inge´nieur sue´dois, pre´dit l’existence d’ondes magne´-
tiques dans les milieux conducteurs d’e´lectricite´ baignant dans un champ magne´tique ambiant.
De tels milieux se rencontrent tre`s fre´quemment dans les diffe´rentes e´toiles, dans les plasmas,
comme l’ionosphe`re terrestre, et dans les plane`tes elles-meˆmes, quand une de leur partie est
conductrice d’e´lectricite´ et qu’un processus dynamo y ge´ne`re un champ magne´tique, comme
c’est le cas du noyau de notre plane`te. L’e´tude des ondes d’Alfve`n dans une sphe`re en rotation
rapide – ondes de torsion – a e´te´ initie´e par Braginsky [1970], l’anne´e ou` H. Alfve`n rec¸ut le prix
Nobel pour ses travaux en magne´tohydrodynamique. Une e´tude line´aire des ondes pouvant
se propager dans une sphe`re en rotation rapide baigne´e par un champ magne´tique constant
re´ve`le deux familles d’ondes. Les ondes de torsion, sujet de cette the`se, e´voluent sur une a`
plusieurs de´cennies, tandis que les ondes MAC, qui e´voluent sur quelques milliers d’anne´es,
participeraient au processus dynamo qui maintien le champ magne´tique de notre plane`te.
Toutes ces ondes induisent, par leur propagation dans le noyau, un champ magne´tique qui
participe au champ magne´tique observe´ a` la surface de la Terre. Ces ondes te´moignent ainsi
du champ magne´tique a` l’inte´rieur meˆme du noyau liquide de la Terre alors que les mesures
magne´tiques effectue´es a` la surface de la Terre ne permettent de remonter, sous certaines
hypothe`ses, qu’au champ magne´tique a` la surface du noyau. En particulier, la propagation
des ondes de´pend de la quantite´ {B2s}, moyenne sur la surface d’un cylindre – aligne´ avec
l’axe de rotation – du carre´ de la composante magne´tique perpendiculaire a` l’axe de rotation.
Apre`s leur mise en e´vidence [Braginsky, 1970], les ondes de torsion ont e´te´ peu e´tudie´es. Ce
n’est que re´cemment qu’elles ont e´te´ reprises, graˆce entre autre, aux travaux de Zatman et
Bloxham [1997] : le champ de vitesse a` la surface du noyau – du moins sa partie syme´trique
par rapport au plan e´quatorial dont la moyenne temporelle a e´te´ enleve´e – a e´te´ repre´sente´ par
deux ondes de torsion stationnaires [Zatman et Bloxham, 1997, 1998, 1999] pour la pe´riode
1900-1990, en supposant que tous les mouvements ge´ostrophiques du noyau e´taient des ondes
de torsion. Il est en effet possible de prolonger en profondeur par des ondes de torsion le
champ de vitesse a` la surface du noyau de´duit des observations magne´tiques [Jault et al.,
1988; Jackson et al., 1993] sur des e´chelles de temps de´cennales. Les deux ondes de torsion
obtenues ont e´te´ utilise´es pour obtenir un premier mode`le de {Bs} [Zatman et Bloxham, 1997,
1998]. Celui-ci, caracte´rise´ seulement en dehors du cylindre ge´ostrophique s’appuyant sur la
graine solide (le cylindre tangent), pre´sente un fort gradient a` proximite´ du cylindre tangent,
ainsi qu’une singularite´ pour une latitude de ±35o. Toutefois, un parame`tre de friction a` la
frontie`re noyau-manteau dont le signe de´pend de la distance a` l’axe de rotation a e´te´ introduit
de fac¸on ad hoc. Pais et Hulot [2000] ont confirme´ la pre´sence d’ondes de torsion dans les
mode`les de champ de vitesse a` la surface du noyau de´duits des mesures de champ magne´tique
a` la surface de la Terre, tout en soulignant qu’une partie des mouvements ge´ostrophiques
observe´s pourrait ne pas eˆtre des ondes de torsion et avoir une dynamique de´cennale diffe´rente,
comme certaines ondes de Rossby en pre´sence d’une topographie a` la frontie`re noyau-manteau
[Jault, 2003]. Le pre´ce´dent travail de Zatman et Bloxham a e´te´ repris sur une pe´riode plus
courte (1957-2001) [Bloxham et al., 2002]. Cette fois-ci, trois ondes ont e´te´ ne´cessaires pour
repre´senter correctement la partie du champ de vitesse de´crite ci-dessus. Cette e´tude a e´tabli
un lien fort entre les ondes de torsion et les secousses ge´omagne´tiques. La composante Est
de la variation se´culaire associe´e a` ces trois ondes repre´sente bien les secousses observe´es en
Europe, mais ne pre´dit rien dans un observatoire de latitude oppose´e, ou` aucune secousse
n’est observe´e ; un mouvement simple et global dans le noyau cisaillant un champ magne´tique
dynamo dont la morphologie varie ge´ographiquement pourrait donc repre´senter les secousses.
Toujours dans l’ide´e de relier les ondes de torsion aux secousses, F. Busse a sugge´re´ que
l’arrive´e des ondes de torsion a` l’e´quateur ou au cylindre tangent pourrait eˆtre la cause de
changements soudains du champ magne´tique [Jault et Le´gaut, 2005]. Hide et al. [2000], a`
partir des mode`les de champ de vitesse de [Jackson et al., 1993], illustre une propagation de
la densite´ de moment cine´tique de l’e´quateur vers les poˆles. Si cette observation est confirme´e,
elle donnera une ide´e de la dissipation des ondes de torsion. En effet, l’e´quation d’onde des
ondes de torsion est invariante par renversement du temps, si les termes dissipatifs sont
ne´glige´s.
Les e´tudes re´centes de Braginsky sur les ondes de torsion portent sur leur e´volution dans un
noyau stratifie´ en deux couches [Braginsky, 1993, 1998, 1999]. Dans ces mode`les, la topogra-
phie de la frontie`re noyau-manteau excitent des ondes de Rossby dans la couche stratifie´e
au sommet du noyau, qui a` leur tour, excitent des ondes de torsion dans le coeur du noyau.
Ne´anmoins, le me´canisme d’excitation le plus naturellement invoque´ est de conside´rer que
la dynamique de´cennale du noyau s’e´carte de l’e´tat de Taylor et y revient en ge´ne´rant des
ondes de torsion. Dumberry et Bloxham [2003] conside`rent, quant a` eux, une excitation a` tra-
vers le tenseur de Reynolds. Finalement, Duhau et Martinez [1995] proposent un me´canisme
qualitatif d’excitation des ondes de torsion. Sur les e´chelles de temps de´cennales, le syste`me
noyau-manteau est isole´ : les variations de longueur du jour sont gouverne´es par l’e´change de
moment cine´tique entre le noyau et le manteau [Jault et al., 1988; Jackson et al., 1993]. Duhau
et Martinez [1995] proposent que l’anneau de courant magne´tosphe´rique controˆle l’e´change de
moment cine´tique : la force de Lorentz – cre´e´e par le champ externe et les courants pre´sents
dans le noyau – exerce un couple non nul sur les cylindres ge´ostrophiques, cre´ant ainsi des
ondes de torsion.
Les me´canismes a` l’origine de cet e´change de moment cine´tique entre le noyau et le manteau
sont encore mal compris, et les ondes de torsion, qui transportent le moment cine´tique a`
l’inte´rieur du noyau, ont e´te´ incluses dans des mode`les de couplage noyau-manteau. Les e´tudes
des diffe´rents couplages repre´sentent la plupart des travaux sur les ondes de torsion. Buffett
[1988] e´tudie les diffe´rents couples possibles – e´lectromagne´tiques (manteau-noyau et noyau-
graine), topographique et gravitationnel – associe´s a` cette dynamique particulie`re du noyau. Si
le couple e´lectromagne´tique a` la frontie`re noyau-manteau explique les variations de longueur
du jour, alors la conductance de la base du manteau (108 S) est telle que les ondes de torsion
sont tre`s atte´nue´es, alors qu’elles le sont moins, si c’est le couple topographique qui explique
les variations de longueur du jour. Cependant, la prise en compte du couple topographique
associe´ aux ondes de torsion n’est pas comple`te [Jault et Le´gaut, 2005]. Mound [2005] conside`re
le couplage e´lectromagne´tique du noyau avec la graine : ce couple ne permet pas d’expliquer
les variations de´cennales du mode de Markowitz. Dans cette e´tude, la vitesse ge´ostrophique
a` l’inte´rieur du cylindre tangent est suppose´e uniforme, mais diffe´rente de celle de la graine.
Toujours dans la suite de ce type d’e´tude, il a e´te´ remarque´ que la longueur du jour pre´sentait
une variation de pe´riode d’environ 6 ans. Or, il n’y a pas de signal correspondant dans le
moment cine´tique de l’atmosphe`re et les ondes de torsion seules n’expliquent pas ce signal.
Mound et Buffett [2003] ont explique´ ce signal par un me´canisme alliant un couplage gravi-
tationnel manteau-graine – associe´ a` des couples produits par les processus dynamo sur la
graine qui perturbent le potentiel gravitationnel de la Terre – et un couplage entre des ondes
de torsion et le manteau. Les oscillations de la graine, autour de l’axe de la Terre, entraˆınent
le fer liquide du noyau situe´ a` l’inte´rieur du cylindre tangent, par couplage e´lectromagne´tique.
Cette partie du noyau est couple´e aux ondes de torsion externes au cylindre tangent par le
champ magne´tique qui traverse le cylindre tangent. Des ondes de torsion sont ainsi force´es
au niveau du cylindre tangent et il s’ensuit un couplage e´lectromagne´tique des ondes avec le
manteau. Un peu dans la meˆme ide´e, Dumberry et Bloxham [2004] ont essaye´ de voir la trace
des ondes de torsion dans des oscillations gravitationnelles : dans le noyau, les mouvements
ge´ostrophiques sont associe´s a` une pression constante sur la surface des cylindres, qui aug-
mente de l’axe a` l’e´quateur : le gradient de pression de´forme la frontie`re noyau-manteau et
la frontie`re graine-noyau qui font varier le champ de gravite´ de la Terre. Les effets semblent
ne´anmoins de trop faible amplitude pour eˆtre de´tecte´s.
Ce pre´sent travail ne se place pas dans la continuite´ de l’e´tude des diffe´rents couplages graine-
noyau-manteau, mais propose plutoˆt une mode´lisation directe des ondes de torsion dans le
noyau. Une e´tude du couplage entre les ondes et la graine est ainsi possible, permettant de
tester diffe´rentes hypothe`ses utilise´es dans les e´tudes pre´ce´demment cite´es.
Apre`s une introduction ge´ophysique sur la Terre et son champ magne´tique (chapitre 1), les
e´quations gouvernant l’e´volution du champ magne´tique sont de´crites (chapitre 3). Comme
la loi d’Ohm fait intervenir le champ de vitesse du fer liquide dans le noyau, les e´quations
d’e´volution de la vitesse sont ensuite expose´es. Le roˆle de la force de Coriolis sur la dynamique
du noyau est aborde´, puis la contrainte de Taylor – essentielle pour les ondes de torsion – est
de´taille´e. Les diffe´rents mouvements possibles dans le noyau sont passe´s en revue et les ondes
de torsion introduites.
Les proprie´te´s de ces ondes d’Alfve`n particulie`res sont de´crites sur un cas carte´sien simple
(chapitre 4) et leur me´canisme physique de´taille´. Diffe´rentes manie`res d’exciter des ondes
d’Alfve`n dans un milieu fluide conducteur sont e´tudie´es. Finalement, les e´tudes nume´riques
et expe´rimentales de ces ondes sont aborde´es.
Le chapitre 4.6 est entie`rement consacre´ a` la de´rivation de l’e´quation d’onde des ondes de
torsion dans le noyau de la Terre. Puis leur propagation dans un noyau avec ou sans graine
est de´taille´e (chapitre 5). Un me´canisme d’excitation de ces ondes est pre´sente´ (chapitre 6)
via la modulation des syste`mes de courants externes par le cycle solaire. Pour cela, diffe´rents
codes nume´riques ont e´te´ de´veloppe´s. En effet, tre`s peu de codes permettent actuellement de
simuler des ondes de torsion dans le noyau de la Terre. Les codes qui simulent les processus
dynamo dans le noyau terrestre commencent seulement a` atteindre une gamme de parame`tres
qui leur permet d’observer des ondes de torsion, bien que le noyau soit encore relativement
loin d’un e´tat de Taylor [Dumberry et Bloxham, 2003].
La pre´sente e´tude a permis de creuser un peu plus loin la relation entre les secousses et les
ondes de torsion : le cycle apparent des secousses depuis ces quarante dernie`res anne´es e´tant
tre`s proche de 22 ans, on peut s’interroger sur cette co¨ıncidence. Les anneaux de courant
externes module´s par le cycle solaire excitent des ondes de torsion dans le noyau a` la meˆme
pe´riode, et induisent a` leur tour un champ magne´tique a` cette pe´riode. Un tel cycle a e´te´
recherche´ dans le champ magne´tique et en particulier sur sa composante Est (chapitre 2).
Les notations utilise´es sont rappele´es dans l’annexe A. Les anneaux de courant, simplement
de´crits dans le re´fe´rentiel ge´omagne´tique ont besoin d’eˆtre connus dans le re´fe´rentiel terrestre ;
c’est l’objet de l’annexe B. La prise en compte de la conductivite´ du manteau ne´cessite l’emploi
de fonctions de Bessel sphe´riques a` argument complexe. Ces fonctions sont de´crites dans
l’annexe C. Finalement, l’annexe D de´crit succinctement la repre´sentation toro¨ıdale-polo¨ıdale
d’un champ de vecteur a` divergence nulle, ainsi que diverses relations utiles dans ce travail.
Je vous souhaite une bonne lecture.
Premie`re partie
Introduction ge´ophysique –
Donne´es magne´tiques
Chapitre 1
Le champ magne´tique terrestre
La description du champ magne´tique terrestre demande de connaˆıtre la structure interne de la
Terre. De plus, les interfaces noyau-manteau et graine-noyau jouent un roˆle essentiel pour les
ondes de torsion – the`me de ce travail, car la pre´sence d’une topographie modifie sensiblement
les contours ge´ostrophiques et il apparaˆıt alors un couple de pression [Jault, 2003].
1.1 Vers un mode`le de Terre simplifie´
1.1.1 Le ge´o¨ıde terrestre
Le ge´o¨ıde repre´sente l’e´quipotentielle du champ de gravite´ terrestre qui co¨ıncide avec le ni-
veau moyen de la mer. L’ellipso¨ıde qui s’approche le plus du ge´o¨ıde est appele´ l’ellipso¨ıde de
re´fe´rence terrestre ; il s’e´carte au maximum de ± 100 m du ge´o¨ıde. Il est de´crit dans [Moritz,
1980] : son demi-grand axe (rayon e´quatorial) est de 6378137.0 m et son demi-petit axe (rayon
polaire) mesure 6356752.3 m pour un rayon moyen de 6371008.7 m. Son aplatissement est de
1/298.257 : son excentricite´ est donc tre`s proche de l’unite´, c’est presque une sphe`re. L’e´tude
des ondes de torsion dans un ellipso¨ıde ou dans une sphe`re e´tant tre`s similaire, on se placera
dans une sphe`re de rayon a = 6400 km, puisque le formalisme mathe´matique y est beaucoup
plus simple. De plus, la connaissance du rayon de la Terre est une donne´e importante lorsque
l’on veut prolonger dans le manteau, qu’il soit suppose´ isolant ou non, les donne´es magne´-
tiques enregistre´es en surface. On a ainsi une bonne connaissance du champ magne´tique a` la
frontie`re noyau-manteau, limite infe´rieure du manteau.
1.1.2 La frontie`re noyau-manteau
En e´tudiant la propagation des ondes sismiques dans la Terre, R. D. Oldham de´couvre en
1906 le noyau. Les donne´es sismiques s’expliquent bien par la pre´sence d’un noyau de rayon
3480 ± 5 km qui re´fle´chit les ondes sismiques. Des e´tudes plus fines de´couvrent que le noyau
transmet les ondes de compression, mais pas les ondes de cisaillement : le caracte`re fluide du
noyau est mis a` jour.
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La valeur hydrostatique de l’aplatissement de la frontie`re noyau-manteau est estime´e a` 1/392
[Mathews et al., 1991]. En utilisant les se´ries de nutation VLBI (very large baseline interfero-
metry), Mathews et al. [2002] ont trouve´ que l’ellipticite´ de´passe sa valeur hydrostatique de
3.8% , ce qui correspond a` un exce`s d’environ 350 m du rayon e´quatorial. Ceci donne une ide´e
de la hauteur minimum de la topographie qu’il est possible de de´tecter a` la frontie`re noyau-
manteau. Une telle topographie pourrait ge´ne´rer des ondes de Rossby de pe´riode de´ce´nnale
[Jault, 2003].
Les e´tudes sismiques fournissent, elles aussi, des informations sur la topographie de cette
frontie`re. Les anomalies de vitesse des ondes P et S peuvent eˆtre converties en anomalies de
densite´, lesquelles sont responsables de la convection du manteau. Cette dernie`re ge´ne`re une
topographie dynamique a` la surface de la Terre et a` la frontie`re noyau-manteau. L’e´cart de
cette topographie a` un ellipso¨ıde de re´fe´rence est de quelques kilome`tres [Forte et Peltier,
1991; Defraigne et al., 1996]. Les dernie`res e´tudes sismologiques donnent une amplitude de la
topographie de ±1.5 km [Garcia et Souriau, 2000] ou 3 km [Sze et Van der Hilst, 2003] creˆte
a` creˆte.
Comme l’ellipticite´ est tre`s proche de l’unite´ et que la hauteur de la topographie est petite
devant la taille caracte´ristique de l’ellipso¨ıde de re´fe´rence, la frontie`re noyau-manteau sera
de´crite dans ce travail comme une sphe`re de rayon 3500 km.
Graine
fer solide
Noyau
fer liquide
Manteau
roches silicate´es
Fig. 1.1: Mode`le de Terre simplifie´ pre´sentant les trois enveloppes que sont
la graine (r = 1221 km), le noyau (r = 3480 km) et le manteau (r = 6371
km), ainsi que leur principale composition. Les trois coquilles sont a` l’e´chelle.
1.1.3 La frontie`re graine-noyau
Toujours en e´tudiant la propagation des onde sismiques dans la Terre, Lehman annonce, en
1936, l’existence d’une partie centrale dans le noyau : la graine. Il faudra attendre les anne´es
60 pour apprendre qu’elle est principalement compose´e de fer solide. On la supposera dans
cette e´tude comme sphe´rique avec un rayon de 1221 km. Elle grossit au fur et a` mesure que
la Terre refroidit par cristallisation du fer liquide contenu dans le noyau. Son rayon croˆıt a`
une vitesse de l’ordre de 10−11 m.s−1 [Lister et Buffett, 1995].
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Dans ce travail, la pre´sence d’une topographie a` la frontie`re noyau-manteau ou a` la frontie`re
graine-noyau n’a pas e´te´ prise en compte. Les diffe´rentes enveloppes ont e´te´ conside´re´es sphe´-
riques, sans topographie. Je continue maintenant avec une description du champ magne´tique
terrestre.
Le champ magne´tique apparaˆıt dans des e´crits chinois datant de 1088, bien que ce n’est
qu’au VIIe`me sie`cle qu’on a la preuve que les marins chinois naviguaient a` la boussole. Cette
dernie`re n’est apparue en Europe qu’au XVIe`me sie`cle. Les premie`res mesures du champ
magne´tique porte sur la de´clinaison en 1576. Des mesures sur la de´clinaison sont effectue´es
a` Londres en 1580, puis renouvele´es en 1622 : c’est la de´couverte des variations temporelles
de de´clinaison par H. Gellibrand. Depuis, de nombreuses e´tudes ont e´te´ mene´es, facilite´es
maintenant par l’ame´lioration spectaculaire de la description du champ graˆce aux mesures
depuis des satellites.
Le champ magne´tique a` la surface de la Terre peut eˆtre vu comme la somme de deux contri-
butions : l’une d’origine externe, en majeure partie lie´e au soleil ; l’autre d’origine interne a`
la Terre. Il est de l’ordre de 30 µT a` l’e´quateur et de l’ordre de 60 µT aux poˆles.
Avant d’aborder ces deux sources, le moyen mathe´matique de se´parer ces deux sources est
de´taille´.
1.2 De´veloppement en harmoniques sphe´riques
Cette me´thode a e´te´ de´veloppe´e en 1838 par C. F. Gauss. Dans une re´gion isolante, comme la
base atmosphe`re, le champ magne´tique vectoriel est entie`rement de´crit par un champ scalaire
potentiel Ψ, dit potentiel magne´tique
~B = −gradψ (1.1)
qui peut eˆtre repre´sente´ comme une combinaison line´aire d’harmoniques sphe´riques
ψ(r, θ, φ) = a
∞∑
l=1
l∑
m=0
[gml cos(mφ) + hml sin(mφ)] (ar
)l+1
+
[
qml cos(mφ) + s
m
l sin(mφ)
] ( r
a
)lPml (cos θ) (1.2)
ou` Pml est une fonction associe´e de Legendre de degre´ l et d’ordre m, normalise´e d’apre`s
la convention ge´ophysique. Les coefficients (gml ,h
m
l ) de´crivent la partie du champ interne a`
la sphe`re de rayon a, tandis que les coefficients (qml ,s
m
l ) de´crivent la partie externe. Ils ont
la dimension d’un champ magne´tique. La valeur des coefficients h0l et s
0
l n’ayant pas de
signification, ils sont choisis nuls.
A partir des donne´es magne´tiques enregistre´es a` la surface de la Terre, on peut connaˆıtre les
coefficients (gml ,h
m
l ) a` la surface de la Terre (en r = a). Si le manteau est suppose´ isolant,
(1.2) permet de prolonger le champ magne´tique jusqu’a` la surface du noyau (en r = c).
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1.3 Le champ magne´tique d’origine externe
Le vent solaire, charge´ en particules charge´es, est continuellement e´mis par le soleil. Ce vent
confine le champ magne´tique terrestre a` l’inte´rieur d’une cavite´ qui s’e´tend sur environ 12 a
(rayon terrestre) du centre de la Terre vers le soleil. Dans la direction oppose´e, cette cavite´
s’e´tend sur plus de 1000 a – au dela` de l’orbite de la Lune – pour une largeur de 30 a dans la
direction perpendiculaire. Les dimensions sont principalement fixe´es par l’e´quilibre de pression
entre le vent solaire et le champ magne´tique terrestre.
La surface de cette cavite´ est appele´e magne´topause : elle joue le roˆle de de´flecteur pour une
partie des particules ionise´s arrivant du soleil ; c’est une nappe de courant engendrant une
discontinuite´ de l’ordre de 50 nT dans l’amplitude du champ magne´tique. A l’exte´rieur de
la magne´topause, le champ magne´tique est quasiment nul. Le champ magne´tique cre´e´ par la
magne´topause annulant ainsi le champ magne´tique terrestre, est uniforme a` la surface de la
Terre, contribuant au coefficient q01.
Le champ magne´tique d’origine externe repre´sente environ 10% du champ terrestre a` l’e´qua-
teur [Backus et al., 1996]. Les tempeˆtes magne´tiques provoquent une variation de l’amplitude
de quelques dizaines de nT pendant quelques minutes. Cependant, aux hautes latitudes, des
tempeˆtes de plus de 2000 nT ont e´te´ enregistre´es pendant plusieurs dizaines d’heures.
Le champ magne´tique d’origine externe est donc lie´ a` l’activite´ solaire. Il y a un transfert
d’e´nergie entre le vent solaire et la magne´topause, et l’ionisation d’une partie de l’ionosphe`re
sous le rayonnement solaire. Les particules ionise´es re´sultant de ces processus cre´ent les diffe´-
rents syste`mes de courant. Je commence par une description de l’anneau de courant magne´-
tosphe´rique avant de de´crire les syste`mes de courant ionosphe´riques.
1.3.1 L’anneau de courant magne´tosphe´rique
Dans le plan de l’e´quateur magne´tique, entre trois et six rayons terrestres, deux phe´nome`nes
se superposent. Premie`rement, les particules les plus e´nerge´tiques arrivant dans cette re´gion
sont pie´ge´es par le champ magne´tique : elles se de´placent alors le long des lignes de champ
magne´tique, sensibles au gradient de ce champ qui tend a` les ramener vers l’e´quateur : c’est
l’effet de miroir magne´tique. Les particules sont finalement absorbe´es par l’atmosphe`re ter-
restre. Le rayonnement duˆ a` ce mouvement de va et vient a donne´ a` cette zone le nom de
couche de radiation externe, de´couverte en 1959 par J. A. Van Allen. Deuxie`mement, les par-
ticules les moins e´nerge´tiques produisent un courant, d’une part sous l’effet du gradient de
champ magne´tique, et d’autre part sous l’influence de la force de gravite´ qui agit diffe´rem-
ment suivant que la particule est un e´lectron (faible masse) ou un ion (beaucoup plus lourd
qu’un e´lectron). Dans cette configuration, les ions de´rivent alors vers l’ouest et les e´lectrons
vers l’est : c’est l’anneau de courant magne´tosphe´rique. La valeur typique de la densite´ de
courant est de 10−8 A.m−2 et le champ magne´tique ge´ne´re´ par ces phe´nome`nes s’oppose au
champ magne´tique terrestre [Lilensten et Blelly, 1999]. Par la suite, cet anneau de courant
magne´tosphe´rique sera simplement appele´ anneau de courant.
En premie`re approximation, les variations du champ magne´tique, a` la surface de la Terre,
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pour des pe´riodes comprises entre deux jours et un an, sont associe´es a` des sources externes,
et en particulier a` l’anneau de courant [Banks, 1969, et les re´fe´rences cite´es dedans].
On peut de´velopper le champ cre´e´ par cet anneau en harmoniques sphe´riques sur les termes
zonaux de degre´ impair, au moins en premie`re approximation. A cause du rapport ge´ome´trique
des rayons dans le de´veloppement, Banks [1969] a fait remarquer que le premier terme e´tait
de´ja` une tre`s bonne approximation, au moins aux faibles latitudes [Fujii et Schultz, 2002].
On pourra aussi consulter cette dernie`re re´fe´rence pour remarquer que le terme en P 01 est
une bonne approximation du champ cre´e´ par l’anneau de courant aux hautes fre´quences (en
particulier leur Fig. 9).
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Fig. 1.2: Lignes de champ magne´tique dans le plan me´ridien midi-minuit
de l’anneau de courant [Hilmer et Voigt, 1995].
L’anneau de courant est principalement constitue´ d’e´lectrons et d’ions positifs tels que H+,
O+, He+ et He++ [Daglis et al., 1999]. On trouvera dans [Grande et al., 1997] les importances
relatives de ces diffe´rentes particules lors de tempeˆtes magne´tiques ou par temps calme. Ces
particules proviennent, soit du vent solaire, soit de l’ionosphe`re et ge´ne`rent des densite´s de
courant moyenne de 1 a` 4 nA.m−2 par temps calme a` 7 nA.m−2 lors de tempeˆtes magne´tiques
[Daglis et al., 1999].
Comme on peut le voir sur la figure 1.3, l’anneau de courant est compose´ de deux anneaux :
le plus interne, dont les particules vont vers l’est, est situe´ a` une distance d’environ 3 RE (RE
pour rayon terrestre). Le plus important, vers l’ouest, s’e´tale entre 4 et 7 RE [Le et al., 2004].
De plus, cet anneau a une partie syme´trique et une partie non-syme´trique, laquelle est situe´e
coˆte´ nuit, centre´e sur minuit (heure locale). Par temps calme, l’anneau syme´trique et l’anneau
partiel ont une intensite´ e´quivalente de l’ordre de 500 000 A. Lors d’une tempeˆte magne´tique,
l’intensite´ de l’anneau syme´trique monte a` 106 A., et celle de l’anneau partiel a` 3.106 A. Ces
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Fig. 1.3: Contours de densite´ de courant (nA.m−2). L’anneau de courant de la
figure 1.2 a e´te´ combine´ avec un courant de traverse´e de queue [Hilmer et Voigt,
1995].
anneaux cre´ent a` la surface de la Terre un champ magne´tique uniforme moyen aux grandes
pe´riodes de l’ordre de 20 nT qui tend a` diminuer le champ magne´tique pre´sent a` la surface
de la Terre [Le et al., 2004].
On peut avoir une ide´e de l’intensite´ de la partie globalement syme´trique de l’anneau de cou-
rant graˆce a` l’indice Dst (disturbance storm time), lequel est construit a` partir des donne´es
des observatoires de faibles latitudes : HON (Honolulu), HER (Hermanus), KAK (Kakioka) et
SJG (San Juan) [Constable et Constable, 2004]. C’est un indice de l’activite´ magne´tique utilise´
pour estimer l’amplitude des tempeˆtes magne´tiques. Il est base´ sur une moyenne des valeurs
horaires de la composante horizontale dans les quatre stations. La composante horizontale du
champ magne´tique a` l’e´quateur est inversement proportionnelle a` la densite´ d’e´nergie de l’an-
neau de courant magne´tosphe´rique : c’est la relation de Dessler-Parker-Sckpoke. Cependant,
cet indice prend aussi en compte d’autres courants magne´tosphe´riques comme le courant de
traverse´e de queue [Daglis et al., 1999].
1.3.2 Les syste`mes de courant ionosphe´riques
Aux moyennes et basses latitudes, les particules sont ionise´es par des processus associe´s au
chauffage solaire ou aux effets de mare´e. Le champ magne´tique d’origine interne de´fle´chit ces
particules de leur trajectoire avant ionisation pour cre´er les courants ionosphe´riques.
Ces courants consistent en partie en boucle de courant, centre´es sur la direction Terre-soleil
– a` ±30o de latitude ge´omagne´tique aux e´quinoxes (voir Fig. 1.6). Ces courants varient donc
sur la journe´e : c’est la variation quotidienne. Elle est note´e Sq lorsqu’il n’y a pas de tempeˆtes
magne´tiques.
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Outre ces courants, il y a un effet d’anisotropie de la conductivite´ a` l’e´quateur magne´tique
qui donne naissance a` l’e´lectrojet e´quatorial.
1.3.3 L’e´lectrojet e´quatorial
Lors de l’installation de la station magne´tique HUA (Huancayo) au Pe´rou, il a e´te´ remarque´
que le champ magne´tique e´tait anormalement e´leve´. C’est en 1947 que Egedal interpre`te le
premier correctement ces variations magne´tiques par un anneau de courant qui sera bap-
tise´ e´lectrojet e´quatorial par Chapman en 1951. Puis Gouin et Mayaud remarquent en 1967
que l’e´lectrojet e´quatorial s’inverse pendant quelques heures, c’est la de´couverte du contre-
e´lectrojet qui suit l’e´lectrojet e´quatorial [Forbes, 1981].
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Fig. 1.4: Equateur magne´tique obtenu a` partir du mode`le gufm1 1890
(pointille´) et en 1990 (trait plein), avec la station magne´tique ou` fut de´couvert
l’e´lectrojet e´quatorial. Aux Ame´riques, l’e´quateur magne´tique remonte vers le
nord a` la vitesse de 1 degre´ tous les dix ans [Jadhav et al., 2002].
Une partie de la conductivite´ e´lectrique dans l’ionosphe`re s’exprime en fonction des diffe´rentes
composantes du champ magne´tique (conductivite´ de Hall). A cause d’une forte anisotropie
de la conductivite´ au niveau de l’e´quateur magne´tique, la densite´ de courant ~j n’est plus
line´airement relie´e au champ e´lectrique ~E. Intervient le tenseur de conductivite´ σ dans la loi
d’Ohm
~j = σ ~E (1.3)
A partir de la ge´ome´trie du champ magne´tique a` l’e´quateur magne´tique, on de´finit plusieurs
directions : la direction paralle`le au champ (globalement nord-sud), la direction perpendicu-
laire P (globalement est-ouest) et enfin, on comple`te le trie`dre par la direction H (globalement
verticale).
Le courant dans la direction P est appele´ courant de Pedersen, et on note σP la conductivite´
de Pedersen, laquelle de´pend des fre´quences de collision des particules pre´sentes [Jadhav
et al., 2002]. Dans la direction orthogonale aux champs magne´tique et e´lectrique, le courant
est appele´ courant de Hall et sa conductivite´ est note´e σH . Cette dernie`re est inversement
proportionnelle au champ magne´tique horizontal.
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La relation (1.3) s’e´crit en fonction des diffe´rentes conductivite´s [Lilensten et Blelly, 1999]
j// = σ//E//
jP = σPEP − σHEH
jH = σPEH + σHEP
Comme l’ionosphe`re peut eˆtre conside´re´e stratifie´e horizontalement, les courants verticaux
peuvent eˆtre ne´glige´s (jH ∼ 0), ce qui permet d’e´crire les courants sur la composante P
jP =
(
σP +
σ2H
σP
)
EP = σcEP
ou` σc est appelle´ la conductivite´ de Cowling. A l’e´quateur, la conductivite´ de Hall posse`de un
pic large autour de 130 km, avec une valeur maximale typique de l’ordre de 4.10−4 S.m−1.
Vers 150 km, comme vers 90 km, elle tend vers ze´ro. La conductivite´ de Pedersen posse`de
pour sa part un pic e´troit vers 150 km d’amplitude typique 3.10−4 S.m−1 et tend vers ze´ro
vers 220 km comme vers 100 km. La conductivite´ de Cowling qui en re´sulte posse`de un
pic e´troit vers 100 km ou` elle est de l’ordre de 8.10−3 S.m−1. En dessous du pic, elle tend
vers ze´ro en une quinzaine de kilome`tres, tandis qu’au dessus, elle de´croˆıt lentement jusque
vers 160 km d’altitude. Horizontalement, le champ e´lectrique e´quatorial EP est de l’ordre
de 0.5 mV.m−1 [Lilensten et Blelly, 1999; Richmond, 1995]. Ce champ horizontal engendre
un courant vertical (σHEP ). Comme jH ∼ 0, il apparaˆıt un champ de polarisation vertical
EH d’autant plus fort que σH est grande devant σP . A son tour, ce champ vertical participe
fortement aux courants est-ouest (−σHEH) pour produire une grande partie de l’e´lectrojet
e´quatorial. Le champ e´lectrique EH est de l’ordre de 2-4 mV.m
−1 [Richmond, 1995]. La Fig.
1.5 montre la densite´ de courant de l’e´lectrojet.
L’e´lectrojet e´quatorial se de´place le long de l’e´quateur magne´tique (le champ magne´tique est
alors horizontal) [Jadhav et al., 2002; Lu¨hr et al., 2004]. Comme une partie de la conductivite´
est lie´e a` l’ensoleillement de l’ionosphe`re, il est maximum a` midi et se dissipe le soir [Ivers
et al., 2003].
L’e´lectrojet a une faible extension en latitude de ±4 degre´s de part et d’autre de l’e´quateur ma-
gne´tique [Lu¨hr et al., 2004]. Diffe´rentes mode´lisations ont e´te´ de´veloppe´es pour rendre compte
du champ magne´tique observe´ [Boteler et al., 2000; Doumouya et al., 2003] et ame´liorer la
repre´sentation par une simple boucle de courant.
Au niveau des poˆles magne´tiques se de´veloppent encore d’autres syste`mes de courants et en
particulier les anneaux auroraux.
1.3.4 Les anneaux auroraux conjugue´s
Autour des poˆles magne´tiques se de´veloppent les aurores bore´ales et australes (cf les Fig. 1.7,
1.8 et 1.10). Associe´s a` ces phe´nome`nes, se de´veloppent deux syste`mes de courants complexes
conjugue´s (l’un dans l’he´misphe`re Nord et l’autre dans l’he´misphe`re Sud, cf Fig 1.7). Par
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Fig. 1.5: Densite´ de courant surfacique (A.m−1) en fontion de la latitude par rapport a`
l’e´quateur magne´tique [Lu¨hr et al., 2004]. La partie centrale est un courant allant vers l’est
trois fois supe´rieur aux courants de retour. La densite´ moyenne des courants est fortement
corre´le´e a` la moyenne mensuelle de l’index du flux solaire F10.7 [Lu¨hr et al., 2004].
exemple, l’ovale auroral (un autre synonyme pour de´crire ce syste`me de courant) de l’he´mi-
sphe`re nord se situe en moyenne autour de 67 degre´s de latitude [Fujii et Schultz, 2002] au
dessus du Canada (cf Fig. 1.9).
Maintenant, en re´alite´, l’ovale auroral nord est compose´ de deux e´lectrojets auroraux de sens
contraire (cf Fig. 1.6) qui sont des courants est-ouest, principalement dus a` un effet Hall. Les
processus physiques a` la base des e´lectrojets auroraux est et ouest ne semblent pas eˆtre les
meˆmes, ces diffe´rences se refle´tant dans les indices auroraux AU et AL respectivement [Ahn
et al., 2000].
Une valeur typique de l’intensite´ de ces anneaux est de 106 A. [Daglis et al., 1999]. Bien que
cela ne soit pas de´taille´ dans la re´fe´rence donne´e, je pense qu’il s’agit ici d’une valeur typique
de l’intensite´ lorsque l’activite´ solaire est moyenne voire forte.
1.3.5 Couplage des diffe´rents syste`mes de courant
Ces syste`mes de courant ne sont pas inde´pendants les uns des autres : ils bouclent souvent
l’un dans l’autre ... ainsi, les syste`mes de courant a` haute latitude sont corre´le´s avec le syste`me
e´quatorial [Boteler et al., 2000; Fujii et Schultz, 2002] et la magne´tosphe`re, en particulier au
travers des courants aligne´s (cf Fig. 1.11). Ces derniers, lors d’une activite´ solaire soutenue,
ont une intensite´ de l’ordre de 106 A. et tendent a` diminuer le champ magne´tique dans les
re´gions polaires de 10 nT par temps calme sur des pe´riodes de l’ordre du jour [Antonova et
Ganushkina, 2000].
Voila` qui termine cette description de la partie d’origine externe du champ magne´tique ter-
restre. Pour plus de de´tails, on pourra consulter l’article de review [Courtillot et Moue¨l, 1988].
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Fig. 1.6: Sche´ma de l’inte´raction des anneaux de courant
auroraux avec les autres syste`mes de courants [Sizova, 2002]. Bz
est la composante verticale du champ magne´tique interplane´taire.
1.4 Le champ magne´tique d’origine interne
Il y a deux contributions au champ magne´tique d’origine interne : la premie`re concerne le
manteau. Dans le manteau le´ge`rement conducteur sont induits des courants en re´ponse aux
variations externes du champ magne´tique terrestre. La seconde concerne le noyau, sie`ge du
processus dynamo : c’est la contribution majeure au champ magne´tique.
1.4.1 La convection dans le noyau et la dynamo
Le flux de chaleur perdu par le noyau au niveau de la frontie`re noyau-manteau est de l’ordre
de 1012 W [Buffett et al., 1996; Glatzmaier et Roberts, 1996; Lister et Buffett, 1995]. Pour
une telle valeur du flux de chaleur, le noyau est dans un e´tat convectif plutoˆt que diffusif.
Cette convection peut eˆtre thermique (lors de la cristallisation de la graine, de la chaleur
latente est libe´re´e a` la base du noyau) ou solutale (l’alliage de fer qui cristallise a` la surface
de la graine est plus pauvre en e´le´ments le´gers que le noyau liquide : la base du noyau est
ainsi enrichie en e´le´ments le´gers) [Buffett et al., 1996; Glatzmaier et Roberts, 1996; Lister
et Buffett, 1995; Labrosse, 2003, ...]. Parmi ces e´le´ments le´gers, il pourrait se trouver des
e´le´ments radioactifs tel que le potassium 40 qui peuvent participer au chauffage du noyau par
de´sinte´gration radioactive [par exemple, Labrosse, 2003].
Les mouvements ge´ne´re´s par la convection sont aujourd’hui beaucoup e´tudie´s parce qu’ils
pourraient donner lieu au processus dynamo qui entretient le champ magne´tique terrestre.
Cela a donne´ la premie`re dynamo nume´rique [Glatzmaier et Roberts, 1995], avant les deux
expe´riences qui mirent en e´vidence l’effet dynamo a` Riga [Gailitis et al., 2000] en Lettonie
et a` Karlsruhe [Stieglitz et Mu¨ller, 2001] en Allemagne. On trouvera une revue des dynamos
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Fig. 1.7: Vue des anneaux auroraux
conjugue´s.
Fig. 1.8: Vues des anneaux auroraux
de Jupiter, prouvant qu’il y a un
champ magne´tique sur cette plane`te.
Fig. 1.9: L’oval auroral est situe´ au
dessus du Canada.
Fig. 1.10: Diffe´rentes vues de l’oval
auroral.
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Fig. 1.11: Sche´ma des diffe´rents syste`mes de courants, montrant
en particulier le couplage entre le syste`me de courant auroral et
l’anneau de courant [Alexeev, 2001].
nume´riques dans [Dormy et al., 2000] et expe´rimentales dans [Nataf, 2003]. Parmi les dernie`res
e´tudes parues, on peut citer [Schaeffer, 2004; Schaeffer et Cardin, 2005] qui utilisent pleinement
les approximations qui seront pre´sente´es dans ce travail a` propos de la bidimensionnalisation
de l’e´coulement quand la force de Coriolis est l’une des forces pre´dominantes du syste`me.
L’importance relative de la convection thermique par rapport a` la convection solutale dans
leur contribution au processus dynamo de´pend de l’aˆge de la graine. La convection solutale a
commence´ avec la formation de la graine et a pris de plus en plus d’importance au fur et a`
mesure que la graine grossissait. Les estimations actuelles la donnent le´ge`rement pre´dominante
sur la convection thermique [Lister et Buffett, 1995; Labrosse, 2003].
C’est du noyau que provient la contribution la plus importante au champ magne´tique enre-
gistre´ a` la surface de la Terre. Le lente variation originaire du champ est appele´e variation
se´culaire. Sur des e´chelles de temps de l’ordre de la centaine d’anne´es, on peut observer la
de´rive vers l’ouest de la partie non dipoˆle du champ magne´tique [Jault et al., 1988]. Quand a`
la partie dipolaire qui repre´sente environ 80% du champ, elle a un moment dipolaire de 8.1022
A.m2 qui de´croˆıt d’environ 5% en un sie`cle. Sur des e´chelles de temps ge´ologiques (quelques
millions d’anne´es), on observe dans les laves que le dipoˆle s’est inverse´ un grand nombre de fois.
Des mode´lisations nume´riques retrouvent ces inversions, meˆme si les parame`tres terrestres ne
sont pas atteints [Glatzmaier et Roberts, 1996; Schaeffer et Cardin, 2005; Takahashi et al.,
2005].
1.4.2 Les jerks
La (re)de´couverte des jerks en 1978
Il avait e´te´ observe´ dans les anne´es 1950 qu’une composante du champ magne´tique pouvait
eˆtre repre´sente´e par une se´rie de segments de droite (cf Fig. 1.12), ces segments de droite
se coupant au moment de sauts du champ magne´tique. L’amplitude des sauts e´taient alors
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Fig. 1.12: Composante horizontale du champ magne´tique (nT) en fonction du
temps (anne´es) dans les observatoires de Cheltenham et Fredericksburg. Les
nombres au-dessus des barres verticales donnent l’amplitude du saut de la variation
se´culaire en nT/an, tandis que les autres nombres donnent la valeur de la pente
suppose´e constante entre deux sauts, toujours en nT/an [Alldredge, 1975].
caracte´rise´s par la diffe´rence des pentes avant et apre`s un saut [Weber et Roberts, 1951]. De
tels sauts avaient e´te´ de´tecte´s en 1903.2, 1907.3, 1913.0, 1919.5, 1924.4, 1930.2, 1938.5, 1944.6,
1948.5, 1951.7, 1954.8, 1957.5 et 1960.3 et e´taient corre´le´s a` l’activite´ solaire [Alldredge, 1975],
malgre´ quelques dates biaise´es par une repre´sentation discre`te des courbes [Courtillot et Le
Moue¨l, 1976].
En remarquant un brusque changement dans la composante Y de la variation se´culaire du
champ magne´tique dans les observatoires europe´ens vers 1969-1970, d’un ordre de grandeur
supe´rieur aux sauts pre´ce´dents, Courtillot et al. [1978] ont lance´ l’e´tude des jerks. Ce coup-ci,
ce n’est plus le champ lui-meˆme, mais sa variation se´culaire qui est mode´lise´e comme une
succession de segments de droite.
Beaucoup de personnes s’e´tant inte´resse´es aux jerks, je ne citerai pas toutes les re´fe´rences,
mais le lecteur en trouvera en particulier dans [Alexandrescu et al., 1996, 1999; Nagao et al.,
2002].
Les donne´es magne´tiques de variation se´culaire sur la composante Y en Europe (cf Fig. 1.15)
pre´sentent en effet l’impression inde´niable d’eˆtre une succession de segments de droite. Les
figures 1.14,1.15 et 1.16 ont e´te´ obtenues a` partir des donne´es mensuelles disponibles sur le
site web de l’IPGP (http ://obsmag.ipgp.jussieu.fr). La de´rivation temporelle est obtenue par
diffe´rence centre´e, les donne´es sont lisse´es par moyenne sur une feneˆtre glissante de largeur 12
mois et centre´e sur la date actuelle (les six premie`res et dernie`res valeurs ont e´te´ e´limine´es).
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Fig. 1.13: Moyenne annuelle du nombre de taˆches solaires N ,
avec le minimum de Maunder sous le re`gne du roi soleil.
Origine interne vs origine externe
De`s le de´but, Courtillot et al. [1978] puis Malin et Hodder [1982] ont penche´ pour une origine
interne des jerks. Par contre, pour Alldredge [1984, 1985], un syste`me de courants externes
pouvait ge´ne´rer les jerks observe´s. Pour statuer sur l’origine des secousses magne´tiques, Ga-
voret et al. [1986] ont essaye´ d’e´liminer le champ externe (combinaison line´aire du nombre
de Wolf (cf Fig. 1.13) et de l’indice aa) des donne´es, aux grandes pe´riodes, pour voir si les
secousses e´taient toujours dans la partie interne du champ. Cependant, les re´sidus contiennent
toujours la trace d’un cycle a` 11 ans qui sort des barres d’erreurs du bruit observationnel des
donne´es. Par une autre me´thode, Gubbins et Tomlison [1986] arrivent a` la meˆme conclusion.
Il semble donc qu’une partie seulement du signal magne´tique a` 11 ans soit corre´le´ a` l’activite´
solaire. D’ou` pourrait venir une composante du cycle a` 11 ans non corre´le´e a` l’activite´ solaire ?
Malgre´ cela, comme le signal a` 11 ans non corre´le´ avec l’activite´ solaire n’est qu’une portion
relativement faible du signal global a` 11 ans, ils penchent pour une origine interne des jerks.
Dates d’occurrence
Dans le meˆme temps, d’autres jerks ont e´te´ recherche´s : la date de 1978 a e´te´ propose´e entre
autre par [Gavoret et al., 1986; Gubbins et Tomlison, 1986], ainsi que les dates de 1913,
1935, 1937, 1947, 1958 et 1983. On peut remarquer que la date de 1913 e´tait de´ja` cite´e par
[Alldredge, 1975] (cf Fig. 1.12). Diffe´rentes me´thodes ont ensuite e´te´ utilise´es pour de´terminer
rigoureusement les dates d’occurrence des jerks : Alexandrescu et al. [1995, 1996] utilisent une
analyse en ondelettes pour examiner une combinaison line´aire des composantes horizontales
et ne de´terminent plus que sept e´ve`nements avant 1996, le jerk de 1991 e´tant a` la limite de
de´tection par cette me´thode au moment de l’e´tude : 1901, 1913, 1925, 1932, 1949, 1969 et 1978.
Les deux derniers sont incontestablement d’extension globale (les jerks sont de´tecte´s dans tous
les observatoires), les trois premiers semblent l’eˆtre aussi (par exemple, seulement trois se´ries,
celles de Coimbra, Niemegk et Chambon-La-Foreˆt, sont suffisamment longues pour contenir
le jerk de 1901), tandis que les autres n’ont qu’une extension locale. Deux autres jerks ont
e´te´ de´tecte´s depuis en 1991 et 1999 [Macmillan, 1996; Mandea et al., 2000; Chambodut et
Mandea, 2005], le premier e´tant d’extension globale [Michelis et al., 1998].
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Fig. 1.14: Composante X (nT/an) de la variation se´culaire a` Chambon-La-Foreˆt
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Fig. 1.15: Composante Y (nT/an) de la variation se´culaire a` Chambon-La-Foreˆt
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Fig. 1.16: Composante Z (nT/an) de la variation se´culaire a` Chambon-La-Foreˆt
36 Le champ magne´tique terrestre
  



 	


 


 
 
Fig. 1.17: Histogramme des dates des jerks de´tecte´s
[Alexandrescu et al., 1996]. Sept groupes peuvent identifie´s aux
alentours de 1901, 1913, 1925, 1932, 1949, 1969 et 1978.
En abordant le proble`me du point de vue de la the´orie de l’information (les e´le´ments du
mode`le, c’est a` dire la date d’occurrence des jerks et leur nombre sur la pe´riode conside´re´e
(1960-2000) sont de´termine´s par le crite`re d’information d’Akaike (AIC) [Akaike, 1973]), Na-
gao et al. [2002] retrouvent les meˆmes dates entre 1960 et 2000, avec une date vers le de´but
des anne´es 1960 vraisemblablement due a` une se´rie temporelle trop courte. Ils e´tudient la
possibilite´ que des courants longitudinaux, tel que l’anneau de courant magne´tosphe´rique,
expliquent les jerks. Pour cela, ils estiment les variations d’intensite´ de cet anneau a` partir de
la composante Y de la variation se´culaire en supposant qu’un changement rapide de l’intensite´
de l’anneau ge´ne`re un jerk. Cependant, ces estimations ne sont pas cohe´rentes avec la trace
des jerks sur les composantes X et Z. Ils concluent sur une vraisemblable origine interne des
jerks.
Le travail de [Backus, 1983] a, entre autre, apporte´ une meilleure compre´hension d’une ca-
racte´ristique des jerks : la date d’occurrence. En effet, il semble que le meˆme jerk ne soit
pas de´tecte´ en meˆme temps en diffe´rentes stations magne´tiques (cf Fig. 1.17). On peut en
trouver une illustration sur les jerks synthe´tiques ayant servis a` tester l’analyse en ondelettes
de Alexandrescu et al. [1996]. Backus a conside´re´ un jerk ide´al (pulse dans la de´rive´e troi-
sie`me du champ magne´tique) ayant lieu a` la frontie`re noyau-manteau et il de´termine ce qui
arrive a` la surface de la Terre en supposant un manteau conducteur : il conclut que la date
d’e´mergence du jerk peut eˆtre diffe´rente a` diffe´rents endroits a` la surface de la Terre, et ce,
meˆme dans le cas d’un jerk ide´al. Il semble que les jerks ayant lieu dans l’he´misphe`re nord
pre´ce`dent d’environ deux ans ceux qui ont lieu dans l’he´misphe`re sud [Alexandrescu et al.,
1996; Nagao et al., 2002].
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Fig. 1.18: Courbes de variation se´culaire de la composante Y du champ magne´tique
a` NKG. Les points repre´sentent les donne´es (moyennes mensuelles), tandis que sont
repre´sente´es en trait plein diverses contributions du mode`le CM4 [Sabaka et al.,
2004]. En haut : contribution du noyau seulement. Au milieu : noyau et champ induit.
En bas : noyau, champ induit et champ externe.
Re´gularite´ des jerks
Le saut de champ magne´tique associe´ a` un jerk peut eˆtre de´crit par [Alexandrescu et al., 1996,
par exemple]
Bi(t) = βiH(t− t0)(t− t0)α
ou` i = 1, 2, 3 de´crit les composantes du champ et βi l’amplitude du jerk sur la composante
conside´re´e ; α est appele´ la re´gularite´ du jerk. Si on pouvait effectivement repre´senter le champ
magne´tique de part et d’autre d’un jerk par des segments de droite, on aurait α = 2, alors
qu’en utilisant une analyse en ondelette, Alexandrescu et al. [1996] trouvent plutoˆt une valeur
moyenne de α = 1.6.
L’inversion donnant les parame`tres du mode`le CM4 (voir section 1.6) a` partir des donne´es
magne´tiques laisse envisager que les jerks ont une composante interne et une composante
externe (cf Fig. 1.18).
Cycle apparent
Si on regarde seulement les jerks les mieux documente´s, a` savoir ceux qui ont lieu apre`s 1969,
il y en a quatre clairement identifie´s : 1969, 1978, 1991 et 1999.
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Les jerks de 1969 et 1991 sont tous les deux pre´ce´de´s par une variation se´culaire de´croissante,
tandis que pour les jerks de 1978 et 1999, il s’agit une variation se´culaire croissante. Dans le
premier cas, le cycle effectif semble eˆtre de 22 ans tandis que dans le second cas, il y 21 ans.
Ceci pose question : le cycle connu pour avoir une pe´riode de 22 ans est le cycle solaire qui
contribue au champ magne´tique externe, or les jerks sont d’origine interne, du moins en grande
partie. Y a-t-il un me´canisme qui pourrait engendrer dans le noyau une fre´quence force´e a` 22
ans ? Par exemple, ne pourrait-on pas obtenir des ondes de torsion force´es a` la pe´riode de 22
ans dans le noyau ? Cela serait possible si un champ magne´tique externe, qui pe´ne`tre jusqu’au
noyau, est lui-meˆme porteur de la pe´riode de 22 ans ?
Les candidats les plus intuitifs a` ce champ externe porteur de la pe´riode de 22 ans semblent eˆtre
les anneaux de courants. Cependant, comme le manteau est conducteur, est-ce qu’un cycle
a` 22 ans peut traverser le manteau, qu’il provienne de l’exte´rieur de la Terre pour arriver
jusqu’au noyau, ou l’inverse : est-ce qu’un champ magne´tique induit avec une pe´riode de 22
ans peut traverser le manteau et laisser une trace significative dans les mesures magne´tiques
a` la surface de la Terre ou a` l’altitude des orbites des satellites ?
Leur corre´lation avec d’autres phe´nome`nes
En proce´dant a` une analyse par ondelette du wobble de Chandler, Gibert et al. [1998] ont
trouve´ une e´tonnante corre´lation entre les dates des secousses magne´tiques et celles d’irre´gu-
larite´s brutales dans l’oscillation libre de l’axe de rotation de la Terre, alors que ces variations
de l’oscillation libre sont ge´ne´ralement attribue´es a` des variations de la circulation atmosphe´-
riques et des courants marins. Ces irre´gularite´s brutales suivent les jerks avec, au plus, 3 ans
de retard.
A partir des donne´es mensuelles magne´tiques sur l’intervalle 1962-2000, Mandea et al. [2000]
trouvent une corre´lation entre les variations de de´clinaison et les variations de longueur du
jour (LOD), ces premie`res devanc¸ant ces dernie`res de 6 ± 2 ans.
Les variations de longueur du jour sont corre´le´es aux variations de moment cine´tique du
noyau [Jault et al., 1988] et les changements de moment cine´tique de la Terre engendrent
des variations du climat. Pour l’anecdote, des chercheurs canadiens et japonais ont mis en
e´vidence une corre´lation entre les variations de longueurs du jour et l’abondance de saumon
dans le Pacifique au cours du sie`cle passe´, cette dernie`re e´tant synchrone avec les fluctuations
de l’abondance de la sardine japonaise [Beamish et al., 1999].
Dans sa the`se, Eymin [2004] s’est inte´resse´e a` la corre´lation entre la pression moyenne a` la
surface du noyau et les jerks : les pics de pression co¨ıncident avec les dates des jerks, sauf en
1985, date ou` aucun jerk n’e´tait de´tecte´ jusqu’ici. Il semblerait qu’il y ait effectivement eu un
phe´nome`ne analogue a` un jerk localise´ dans le Pacifique vers 1985 : il serait passe´ inaperc¸u a`
cause de la mauvaise couverture spatiale de l’oce´an Pacifique par des stations magne´tiques.
D’apre`s Eymin [2004], les pics de pression pre´ce`dent les jerks d’un an ou deux.
Par analyse en ondelettes des donne´es VLBI (Very Large Baseline Interferometry) de rotation
de la Terre sur la pe´riode 1984-2004, Shirai et al. [2005] pointent deux changements significatifs
de la phase de la nutation libre du noyau qui semblent co¨ıncider avec les deux jerks de 1992
et 1998.
1.4 Le champ magne´tique d’origine interne 39
1.4.3 La conductivite´ du manteau
Les roches du manteau (principalement des silicates) ont une certaine conductivite´ e´lectrique :
la conductivite´ minimum de ces roches est de l’ordre de 10−6 S.m−1, tandis que la conductivite´
de l’air est de 10−14 S.m−1 [Schmucker, 1985]. L’eau de mer a, quant a` elle, une conductivite´
de l’ordre de 4 S.m−1 [Garland, 1981]. La pre´sence d’un champ magne´tique induit alors
des courants e´lectriques qui vont ge´ne´rer un champ magne´tique induit qui va s’opposer au
champ inducteur. La conductivite´ du manteau est importante quand on conside`re le champ
magne´tique ayant son origine dans le noyau de la Terre (a` partir de quelle fre´quence voit-on
ce champ magne´tique a` la surface de la Terre) ou un champ magne´tique externe a` la Terre
(parvient-t-il jusqu’au noyau ?).
L’e´tude de la re´ponse du manteau conducteur aux variations du champ magne´tique externe
permet de remonter la structure radiale de la conductivite´ du manteau. En premie`re approxi-
mation, si on ne tient compte que des termes zonaux du de´veloppement (1.2) (m = 0), on peut
de´finir une premie`re re´ponse e´lectromagne´tique du manteau – la re´ponse Q – a` une fre´quence
donne´e
Qn(f) =
in(f)
en(f)
ou` en = q
0
n et in = g
0
n. C’est la fonction de transfert entre les coefficients induits in et les
coefficients en du champ inducteur externe. La principale difficulte´ avec cette re´ponse est
qu’il faut connaˆıtre les coefficients en et in. Pour contourner cette difficulte´, Banks [1969] a
introduit les fonctions AH,n et AZ,n de´finies par
H =
(
1
r
∂Ψ
∂θ
)
r=a
=
∞∑
n=1
AH,n
∂Pn
∂θ
Z =
(
∂Ψ
∂r
)
r=a
=
∞∑
n=1
AZ,nPn
qui s’expriment en fonction des coefficients en et in
AH,n = en(f) + in(f)
AZ,n = nen(f)− (n+ 1)in(f)
Leur rapport est en ge´ne´ral note´
Wn(f) =
AZ,n(f)
AH,n(f)
et la re´ponse Q s’exprime en fonction du rapport W
Qn =
n−Wn
n+ 1 +Wn
Cette re´ponse demande de connaˆıtre la de´pendance en latitude de la source. Ce qui n’est pas
le cas de la re´ponse suivante. Dans l’optique d’avoir le profil radial moyen de conductivite´ du
manteau, d’autres me´thodes ont e´te´ de´veloppe´es a` partir de la re´ponse C de´finie par
C =
Z
∂Z/∂r
= − Z
~∇H · ~BH
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Fig. 1.19: Compilation de la re´ponse C (parties re´elle et
imaginaire) obtenue par diffe´rents auteurs [Olsen, 1999].
C’est la fonction de transfert entre la composante verticale et son gradient radial. Ce dernier
s’exprimant en fonction de la divergence horizontale de la partie horizontale du champ ( ~BH)
car le champ magne´tique est a` divergence nulle. Cette nouvelle re´ponse, qui peut eˆtre exprime´e
en fonction de la re´ponse Q,
Cn =
a
n+ 1
1− n+1n Qn
1 +Qn
(1.4)
est locale : la composante Z est toujours prise localement ; tandis que la gradient de la com-
posante horizontale est estime´ localement, ou a` l’aide d’un re´seau re´gional de stations magne´-
tiques [Schmucker, 1985].
Son module est la distance horizontale sur laquelle on peut conside´rer la re´ponse C repre´sen-
tative de l’induction magne´tique locale. C’est aussi la profondeur donnant le barycentre de
la distribution des courants induits [Schmucker, 1985, Eq (21)]. Une phase nulle indique une
faible induction tandis que pour une forte induction, la phase varie entre 0 et −90o. A contra-
rio, dans ces estimations de la re´ponse C a` partir des donne´es de la station HER (Hermanus,
Afrique du Sud), Roberts [1984] obtient une phase positive : il en conclut que la composante
Z est contamine´e par des courants e´lectriques induits dans la mer toute proche de la station.
Dans le cas d’une forte induction, on peut s’inte´resser au comportement asymptotique (la
longueur d’onde du champ inducteur tend vers l’infini) de cette re´ponse. Cela conduit a`
de´finir la re´ponse a` nombre d’onde nul C0 qui a la proprie´te´ d’eˆtre inde´pendante de la source
Cn → C0 pour |Cn|  a/n (1.5)
Excepte´ pour de tre`s grandes pe´riodes (dans ce cas, la condition |Cn|  a/n n’est plus valable)
ou pour des sources locales, la re´ponse C est tre`s proche de sa valeur asymptotique C0.
Le champ magne´tique externe est domine´ aux hautes fre´quences par le terme q01 auquel contri-
bue l’anneau de courant magne´tosphe´rique [Banks, 1969] ainsi que la magne´topause [McLeod,
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1994]. Cet anneau de courant ge´ne`re un champ magne´tique dont l’amplitude typique varie
entre la dizaine de nT pendant les pe´riodes calmes et plusieurs centaines de nT pendant les
tempeˆtes magne´tiques [Maus et Weidelt, 2004]
En inversant les re´ponses e´lectromagne´tiques, on peut remonter au profil moyen de conduc-
tivite´ radiale. La Fig. 1.20 repre´sente un tel profil obtenu par Constable et Constable [2004].
Si la conductivite´ semble relativement bien contrainte a` faible profondeur, elle ne l’est plus
beaucoup a` grande profondeur, comme le montre le tableau (1.1) ou` les valeurs de conducti-
vite´ (en S.m−1) sont pre´sente´es a` diffe´rentes profondeurs pour diffe´rents auteurs. Pour sonder
la conductivite´ a` grande profondeur, il faut pouvoir aller chercher des signaux de tre`s longues
pe´riodes (l’e´paisseur de peau augmente proportionnellement a` la racine carre´e de la pe´riode).
Mais, ce faisant, on se rapproche de la limite d’application de (1.5) : avec les valeurs de
Harwood et Malin [1977], Olsen [1999] estime, avec une erreur de δC = 480 km (soit 21 %)
C = (2180− 126 i) km ce qui donne |C|
a
∼ 0.34 (1.6)
100 km 600 km 1000 km 2000 km 2900 km auteurs
10−2 0.1 10 100 – McDonald [1957]
10−2 – – – – Didwall [1984]
10−2 – – 2 – Constable [1993]
10−2 0.1 1 5-20 10-200 Olsen [1999]
10−3 0.1 1 – – Utada et al. [2003]
10−2 0.01 2 200 200 Constable et Constable [2004]
10−3 0.1 1 - - Kuvshinov et al. [2005]
Tab. 1.1: Conductivite´ (en S.m−1) a` diffe´rentes profondeurs par diffe´rents
auteurs.
La re´ponse C, qui peut eˆtre calcule´e en diffe´rents endroits, conduit a` des profils diffe´rents de
conductivite´. On pourra comparer, par exemple, le profil sous le Pacifique Nord obtenu par
Utada et al. [2003] a` celui obtenu par Olsen [1998] sous l’Europe ou plus particulie`rement,
sous les Alpes franc¸aises par Tarits et al. [2004]. Pour les Indes, on pourra consulter [Chandra-
sekhar, 2000], pour l’Australie [Campbell et al., 1998]. Semenov et Jozwiak [1999] proposent,
quant a` eux, un profil pour la partie eurasienne du globe. Dans son article de revue, Garland
[1981, Fig. 8 et 9] montre le profil est-ouest de conductivite´ en profondeur sous le Japon,
propose´ par Rikitake dans les anne´es 1970, ainsi que deux profils de conductivite´ obtenus
en Australie (au centre et au sud-est) par Woods en 1979. Les profils de conductivite´ sous
l’Ame´rique du Nord ont permis de de´tecter une anomalie magne´tique, vraisemblablement lie´e
a` la pre´sence de roches a` forte teneur en graphite vers 200 km de profondeur [de Groot-Hedlin
et Constable, 1993].
Les profils de conductivite´ obtenus sont sensiblement diffe´rents, meˆme sur des relativement
courtes distances, comme en Australie, en le centre et le sud-est de l’ˆıle ; ce qui a conduit a`
prendre en compte les variations late´rales de conductivite´ dans les mode`les de conductivite´.
Dans ce but et tout re´cemment, avec les derniers catalogues de donne´es magne´tiques horaires
qui pre´sentent une bonne pre´cision, Fujii et Schultz [2002] ont de´fini une nouvelle re´ponse
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Fig. 1.20: Profil radial moyen de conductivite´ obtenu par
Constable et Constable [2004].
e´lectromagne´tique de la Terre : la re´ponse D
D =
a sin θ
2
Bφ
Bθ
qui est sensible aux variations late´rales de conductivite´.
Dernie`rement, en utilisant les donne´es satellitaires de Magsat, Ørsted et Champ, Constable
et Constable [2004] arrivent a` distinguer les diffe´rences de conductivite´ entre les continents
et les oce´ans (cf Fig. 1.21). Kuvshinov et al. [2005] voient une variation de la conductivite´ au
passage de Hawaii dans le Pacifique Nord.
Finalement, on peut mentionner l’existence hypothe´tique d’une couche fortement conductrice
a` la base du manteau : dans un travail commun, Mathews [2002] et Buffet [2002],ainsi que
Herring, ont e´tudie´ l’influence du couplage e´lectromagne´tique noyau-manteau sur la nutation
de la Terre. Ils concluent qu’une fine couche conductrice a` la base du manteau ayant une
conductance de 108 Siemens explique les donne´es de nutation. Cependant, on ne voit pas
l’influence de cette couche dans les donne´es magne´tiques, a` cause de sa faible e´paisseur, car
son influence est proportionnelle a` σh2 (ou` σ est la conductivite´ de la couche et h sa hauteur).
Les jerks ont aussi e´te´ utilise´s pour contraindre la conductivite´ du manteau infe´rieur. Ducruix
et al. [1980] ont ainsi propose´ que la conductivite´ e´tait, partout dans le manteau, au plus de
quelques centaines de S.m−1. Backus [1983] conclut son e´tude sur le roˆle filtrant du manteau
en disant qu’il ne trouve pas de borne supe´rieure a` la conductivite´ des couches du manteau
les plus internes. Courtillot et Le Moue¨l [1984], en utilisant le formalisme de Backus [1983]
en lien avec le jerk de 1969, concluent que la conductivite´ du manteau est probablement au
plus de quelques centaines de S.m−1 dans plus de 97 % du volume du manteau.
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Fig. 1.21: Amplitude du champ magne´tique induit dans le manteau rapporte´e au
champ inducteur (suppose´ uniforme) de l’anneau de courant magne´tosphe´rique lors
d’un orage magne´tique [Constable et Constable, 2004]. On distingue le contraste
continent-oce´an a` cette e´chelle de temps.
Plus re´cemment, McLeod [1994] de´taille une re´ponse e´lectromagne´tique globale de la Terre
consistante avec une conductivite´ de 3 S.m−1 a` la frontie`re noyau-manteau. L’ordre de gran-
deur est confirme´ par Alexandrescu et al. [1999] : toujours par une analyse en ondelette, ces
auteurs trouvent une conductivite´ infe´rieure a` 10 S.m−1 pour le manteau infe´rieur. Ces valeurs
sont d’un ordre de grandeur infe´rieures a` la conductivite´ du manteau infe´rieur trouve´e par
[Constable et Constable, 2004].
On pourra retenir que la conductivite´ du manteau est bien infe´rieure a` 1 S.m−1 dans le
manteau supe´rieur, valeur qui est atteinte vers une profondeur de 1000 km pour augmenter
jusqu’au noyau pour atteindre, typiquement, 10 S.m−1. En premie`re approximation, on peut
donc conside´rer le manteau comme isolant, au moins dans sa partie supe´rieure. Par exemple,
les mode`les de champ magne´tique a` la frontie`re noyau-manteau sont construits a` partir d’un
manteau comple`tement isolant.
1.4.4 La conductivite´ du manteau et du noyau en laboratoire
En utilisant une enclume a` diamant, Peyronneau et Poirier [1989] de´terminent la conductivite´
e´lectrique d’un me´lange de perovskite et de magne´sio-wu¨stite pour une pression de l’ordre
de 40 GPa dans une gamme de tempe´rature de 25 a` 400 degre´s Celsius. En extrapolant a`
1100 km de profondeur, ils obtiennent une conductivite´ de l’ordre de 1 S.m−1. En continuant
l’extrapolation, ils trouvent une conductivite´ a` la frontie`re noyau-manteau de l’ordre de 50-100
S.m−1.
D’autres extrapolations, supposant que la phase perovskite e´tait relativement isolante (la
conductivite´ de la base du manteau e´tant plutoˆt de l’ordre de 1 S.m−1) [Dobson et Brodholt,
2000] ont e´te´ remises en cause par des re´sultats expe´rimentaux : la teneur en aluminium
joue un roˆle important [Xu et al., 1998], de meˆme que le rapport des teneurs en fer et en
magne´sium [Martinez et al., 1997; Dobson et Brodholt, 2000] dans les diffe´rentes phases de
l’olivine (perovskite, magne´siowu¨stite et ringwoodite).
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La conductivite´ du fer liquide a` des pressions allant jusqu’a` 7 GPa a e´te´ de´termine´e par Secco
et Scloessin [1989]. Ils estiment la conductivite´ du noyau a` σc = 7 − 8 105 S.m−1. Ce qui
correspond a` une diffusivite´ magne´tique η ∼ 1 m2.s−1 et a` un temps de diffusion magne´tique
c2
pi2η
∼ 40 000 ans (1.7)
pour un noyau de rayon c = 3 500 km.
1.5 Se´paration fre´quentielle des parties interne – externe
A cause de la conductivite´ du manteau, on peut se demander quelle partie du champ ma-
gne´tique du noyau est effectivement mesure´e en surface. Les hautes fre´quences ne pe´ne`trent
pas beaucoup le manteau (cf Fig. 1.19). Plus la pe´riode augmente, plus la re´ponse C est
importante. On peut donc de´finir une pe´riode limite en dessus de laquelle on voit le champ
magne´tique du noyau parfaitement.
Cette pe´riode a e´te´ e´value´e a` 4 ans par Curie [1967]. Comme les jerks sont d’origine interne,
au moins dans une grande partie, cette pe´riode limite a e´te´ revue a` la baisse, puisque le temps
ne´cessaire pour passer d’une tendance a` une autre au moment d’un jerk est au plus d’un an
[Alexandrescu et al., 1996].
On attribue donc les hautes fre´quences au champ d’origine externe et a` la partie d’origine
interne induite dans le manteau conducteur jusqu’a` une pe´riode typique de l’ordre d’un an.
Les basses fre´quences sont alors relie´es au champ du noyau, sauf pour le cycle a` 11 ans.
Dans le prolongement de cette ide´e, Gavoret et al. [1986] a essaye´ vainement d’expliquer le
signal a` 11 ans comme une combinaison line´aire du nombre de Wolf et de l’indice aa. Gubbins
et Tomlison [1986] arrivent a` la meˆme conclusion par une me´thode diffe´rente.
Je pre´sente dans ce travail un me´canisme d’excitation force´e a` 11 ans d’ondes de torsion dans
le noyau. Leur propagation dans le noyau induit alors un champ magne´tique a` cette pe´riode,
qui participe au champ mesure´ dans les observatoires magne´tiques. Bien que l’amplitude du
champ induit par les ondes de torsion soit faible, elle de´pend du mode`le de champ magne´tique
interne au noyau, lequel est sous-estime´ par rapport au cas ge´ophysique. Ce qui expliquerait
les conclusions de Gavoret et al. [1986] et Gubbins et Tomlison [1986].
1.6 Mode´lisations du champ magne´tique terrestre
Je me contente de de´crire tre`s succinctement quelques mode`les, sans rendre justice au travail
de nombreuses personnes.
La plus grande compilation de donne´es magne´tiques historiques a donne´ le mode`le gufm1
[Jackson et al., 2000] qui couvre l’intervalle 1590-1990. En supposant le manteau isolant, ce
mode`le de´crit la composante radiale du champ magne´tique a` la frontie`re noyau-manteau.
1.7 Conclusions 45
Les mesures satellitaires effectue´es par Magsat, Øersted et POGO, ont fournies un nombre
conside´rable de donne´es magne´tiques. Les efforts faits sur un phe´nome`ne particulier (comme
l’e´lectrojet e´quatorial) a` une fre´quence donne´e ont e´te´ ge´ne´ralise´ au champ complet, a` toutes
les fre´quences, par une inversion simultane´e de tous les phe´nome`nes pris en compte pour
expliquer les donne´es. Les donne´es satellitaires sont couple´es aux mesures terrestres pour
tirer avantage du fait que l’ionosphe`re est un champ interne pour les satellites et externe pour
les observatoires magne´tiques, permettant un meilleure se´paration des champs ionosphe´rique
et magne´tosphe´rique. Ce sont les comprehensive models dont les derniers sont CM3 [Sabaka
et al., 2002] et CM4 [Sabaka et al., 2004].
1.7 Conclusions
On pourra retenir, d’une part, que l’utilisation d’un de´veloppement en harmoniques sphe´riques
(Eq. (1.2)) du potentiel magne´tique permet de prolonger le champ magne´tique de la surface
de la Terre jusqu’a` la surface du noyau, en supposant le manteau isolant.
D’autre part, la composante Y de la variation se´culaire a` Chambon-La-Foreˆt, et en Europe
plus ge´ne´ralement, est e´nigmatique (cf Fig. (1.15)) : cela a conduit a` la de´couverte de secousses
ge´omagne´tiques.
Les quatre dernie`res secousses de´tecte´es en Europe semblent suivre un cycle proche de 22 ans,
ce qui semble impliquer le cycle solaire.
Pourtant, les syste`mes de courant externes ont une ge´ome´trie trop simple pour rendre compte
des secousses. En effet, il est difficile avec un anneau de courant de cre´er un champ magne´tique
dans la direction est-ouest dont l’amplitude soit moitie´ de celle du champ dans la direction
nord-sud (cf Fig. (2.8a) et (2.8b)). De meˆme, l’induction dans le manteau est trop faible pour
expliquer une telle amplitude de la composante Est : l’origine des secousses semble donc se
situer dans le noyau. L’un des objectifs de cette the`se sera de de´terminer s’il y a un lien entre
les secousses ge´omagne´tiques et des ondes qui semblent pre´sentes dans le noyau : les ondes de
torsion.
Chapitre 2
Donne´es magne´tiques a` grande
pe´riode
2.1 Transforme´e de Fourier
Le me´canisme d’excitation des ondes de torsion via des courants module´s par le cycle solaire
est d’autant plus efficace que la pe´riode du cycle est grande, bien qu’un phe´nome`ne de re´so-
nance pourrait amplifier certaines fre´quences. J’ai donc cherche´ a` voir des cycles de pe´riode
supe´rieure a` 1 an, comme par exemple un cycle a` 70 ans [Rivin, 1985]. Dans cette e´tude
spectrale des donne´es magne´tiques, seule la fre´quence centrale du cycle est recherche´e. De´ter-
miner l’amplitude exacte d’un cycle a` l’aide du spectre est loin d’eˆtre trivial, et ce d’autant
plus lorsqu’on a recours a` des feneˆtres de ponde´ration, car leur effet sur l’e´nergie d’une raie
spectrale est difficilement quantifiable [Max et Lacoume, 1996].
La dure´e finie des se´ries temporelles utilise´es est un parame`tre fortement limitant dans ce
type d’e´tude. J’ai essaye´ d’eˆtre attentif a` l’interaction entre la dure´e finie du signal et le signal
lui-meˆme, laquelle interaction peut eˆtre importante aux basses fre´quences.
Je commence par expliquer les me´thodes de mise en forme des donne´es utilise´es, puis je les
applique aux donne´es magne´tiques avant de conclure.
Dans ce chapitre, j’utiliserais la terminologie de brut pour parler d’un spectre non apodise´
(spectre obtenu sans utilisation de feneˆtre de ponde´ration).
2.1.1 Facteur de normalisation
J’ai utilise´ la librairie libre FFTW disponible sur le web (www.fftw.org) [Frigo et Johnson,
2005]. J’ai utilise´ Matlab comme benchmark pour mon programme.
Si le signal e´chantillonne´ est note´ x(k), alors sa transforme´e de Fourier discre`te xˆ(k) est
xˆ(k) = α
N−1∑
k=0
x(k) e−2piik/N
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ou` α est un facteur de normalisation et N le nombre de valeurs e´chantillonne´es du signal. Si
on choisit comme signal x(k) = sin(2pik/N), qui est une fonction propre des filtres line´aires de
valeur propre unitaire, on obtient xˆ(k) = −iαN/2. Le facteur de normalisation de la densite´
spectrale, qui est le carre´ du module de la transforme´e de Fourier, est donc
|α|2 =
(
2
N
)2
Toutes les figures pre´sentes dans ce manuscrit repre´sentent la densite´ spectrale du signal,
quand il s’agit de repre´senter une transforme´e de Fourier. Par la suite, j’utiliserais la termi-
nologie de spectre pour de´signer la densite´ spectrale du signal observe´. La plupart des don-
ne´es magne´tiques utilise´es dans cette e´tude sont celles disponibles sur le site web de l’IPGP
(http ://beaufix.ipgp.jussieu.fr/rech/mag). Ce sont des moyennes mensuelles. J’ai syste´mati-
quement utilise´ la se´rie temporelle la plus longue disponible pour chaque station magne´tique.
Les pe´riodes sont donne´es en anne´es, les fre´quences en an−1 ; quant aux spectres, leur unite´
est le nT2.an−1.
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Fig. 2.1: Spectre brut de la variation se´culaire de la
composante Y de Chambon-La-Foreˆt (CLF).
Les deux fre´quences importantes dans un spectre sont la fre´quence de coupure, et la re´solution.
La fre´quence de coupure fc est la fre´quence maximale observable pour un pas d’e´chantillonnage
dt donne´. D’apre`s le crite`re de Shannon,
fc =
1
2 dt
Pour les donne´es magne´tiques mensuelles, le pas d’e´chantillonnage e´tant d’un mois, on a
dt =
1
12
an et donc fc = 6
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Quant a` la re´solution fre´quentielle df , elle est fixe´e par la dure´e totale du signal T = Ndt
df =
1
N dt
2.1.2 Spectre brut de Y˙ a` CLF
Pour un algorithme de transforme´e de Fourier rapide, un nombre de donne´es e´gal a` une
puissance de 2 est ne´cessaire : le signal est donc comple´te´ par des ze´ros. Il faut en tenir
compte dans le calcul du facteur de normalisation qui devient
|α|2 =
(
2
Nd
)2
ou` Nd est le nombre de donne´es avant le rajout de ze´ros. Le fait de rajouter des ze´ros accroˆıt
artificiellement la re´solution qui est fixe´e par le nombre de donne´es N apre`s rajout des ze´ros.
Pour observer la densite´ spectrale de diverses composantes du champ magne´tique, la partie
mise en forme des donne´es est essentielle ; j’ai conside´re´ les e´tapes suivantes :
1. Enlever la moyenne temporelle
2. Effectuer la transforme´e de Fourier avec le facteur de normalisation prenant en compte
les donne´es re´elles
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Fig. 2.2: Spectre brut de la variation se´culaire de la composante Y de
Chambon-La-Foreˆt (CLF).
Une se´rie temporelle peut eˆtre repre´sente´e comme le produit entre un signal magne´tique
de tre`s longue dure´e – typiquement plusieurs milliers d’anne´es – s(t) et une fonction porte
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Fig. 2.3: Agrandissement de la Fig. 2.2 aux basses fre´quences.
L’abscisse est en e´chelle logarithmique (en an−1).
dont la largeur (2τ) correspond a` l’intervalle de temps sur lequel on a fait des mesures, soit
typiquement 100 ans dans les se´ries mensuelles.
Maintenant, le spectre est la convolution entre la transforme´e de Fourier du signal s(t) – qui
est en quelque sorte le spectre (( parfait )), puisque que la dure´e d’enregistrement est presque
infinie – et la transforme´e de Fourier de la fonction porte, a` savoir
sin(2pift)
2pif
qui a des lobes secondaires importants qui peuvent fortement interagir avec le spectre parfait
du signal s(t). Il en re´sulte une de´te´rioration du spectre effectif par rapport au spectre parfait
de s(t), en particulier aux basses fre´quences.
Cette interaction se traduit par un de´calage en fre´quence et une modification de l’amplitude.
Dans cette e´tude, je ne me suis inte´resse´ qu’a` obtenir les fre´quences des cycles, la de´termination
de l’e´nergie d’une raie spectrale e´tant une question de´licate, comme je l’ai explique´ en de´but
de chapitre.
Dans le but de diminuer cette interaction, on va utiliser des feneˆtres de ponde´ration pour
essayer de se rapprocher du spectre parfait.
2.1.3 Feneˆtres de ponde´ration
Pour diminuer cette influence, on peut faire appel aux feneˆtres de ponde´ration. Je pre´sente
ici la feneˆtre de Hamming (a` ne pas confondre avec la feneˆtre de Hanning) et la feneˆtre
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de Blackman-Harris, qui seront utilise´es pour tester la variabilite´ du spectre aux basses fre´-
quences.
Feneˆtre de Hamming
Pour un signal de dure´e finie, compris entre −Tm et Tm, la feneˆtre de Hamming f(t) est
f(t) = 0.54 + 0.46 cos
(
pit
Tm
)
pour |t| < Tm
Une telle fonction permet de diminuer les pics secondaires : l’amplitude du premier lobe est
diminue´e de 28 dB (pour une amplitude normalise´e du pic central) ; pour comparer, l’ampli-
tude du premier lobe d’une simple fonction porte est de -9 dB [Max et Lacoume, 1996]. La
contrepartie est que l’apodisation tend a` e´largir le pic principal.
Du point de vue e´nerge´tique, utiliser une telle feneˆtre est synonyme de perte d’e´nergie. Il faut,
pour en tenir compte, multiplier le spectre par le facteur
A =
N
N−1∑
i=0
|f(ti)|2
(2.1)
ou le signal par
√
A [Max et Lacoume, 1996].
Feneˆtre de Blackman-Harris (BH4)
La feneˆtre de Blackman-Harris a` quatre termes, pour un signal de dure´e T , est
f(t) = 0.35875− 0.48829 cos(2pi t
T
) + 0.14128 cos(4pi
t
T
)− 0.01168 cos(6pi t
T
)
Une telle fonction permet de diminuer tre`s fortement les pics secondaires : l’amplitude du
premier lobe est diminue´e de 92 dB [Dahlen, 1982]. Le facteur de correction de perte d’e´nergie
est toujours donne´ par (2.1). Ces deux feneˆtres sont pre´sente´es avec ou sans le facteur de
correction de la perte d’e´nergie Fig. 2.4.
Mise en forme et traitement des donne´es
Les e´tapes de mise en forme et de traitement des donne´es avec les feneˆtres de ponde´ration
sont les suivantes
1. De´terminer la feneˆtre de ponde´ration, ainsi que le facteur de normalisation
√
A
2. Effectuer le produit entre la se´rie de donne´es et la feneˆtre de ponde´ration
3. Enlever la moyenne temporelle
4. Effectuer la transforme´e de Fourier avec le facteur de normalisation α prenant en compte
les donne´es re´elles
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Fig. 2.4: Feneˆtre de Hamming (trait plein) et BH4 (+) avec (b) ou sans (a)
le facteur de correction de perte d’e´nergie pour un signal de dure´e 120 ans.
Influence d’une feneˆtre d’apodisation sur le spectre
Dahlen [1982] a e´tudie´ l’influence des feneˆtres d’apodisation sur les spectres sismiques. Il a
montre´ que l’utilisation de telle feneˆtre de ponde´ration permettait de limiter l’interaction mode
a` mode visible sur la Fig. 2.5a. Cette interaction se traduit de deux manie`res : d’une part,
par un de´calage en fre´quence des modes, et d’autre part, par une dissyme´trie des pics de part
et d’autre de la fre´quence centrale. Par exemple, le mode 0S29 interagit de fac¸on constructive
avec le mode 0S30 et destructive avec le mode 0S28. L’utilisation d’une feneˆtre de ponde´ration
permet, en sismologie, de reme´dier a` ces proble`mes (cf Fig. 2.5b). Les fre´quences the´oriques
sont retrouve´s avec une pre´cision largement infe´rieure aux incertitudes de mesure. Sans feneˆtre
de ponde´ration, la fre´quence des modes e´tait de´termine´e avec une erreur syste´matique de
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plusieurs µHz (sur des fre´quences de l’ordre du mHz).
(a) Spectre brut
(b) Spectre apodise´
Fig. 2.5: Spectre sismique synthe´tique, d’une dure´e de 20 heures, e´chantillonne´
toutes les 20 secondes, avec (b) et sans (a) feneˆtre BH4. Les traits verticaux
correspondent aux fre´quences the´oriques des pics. En abscisse, la fre´quence en mHz.
On peut donc s’attendre, lors de l’utilisation de feneˆtre d’apodisation, a` un de´calage en fre´-
quence des pics, ainsi qu’a` une meilleure syme´trie des pics par rapport a` leur fre´quence
centrale.
La variabilite´ entre le spectre brut et le spectre apodise´ semble parfois tellement importante
que j’ai plutoˆt compare´ deux spectres apodise´s. Comme le facteur d’atte´nuation des lobes
secondaires varie suivant la feneˆtre, l’amplitude des pics correspondant va aussi varier, comme
le note Dahlen [1982, Fig. 5, reprise en partie Fig. 2.5.] lorsqu’il pre´cise que les e´chelles en
ordonne´e sont inde´pendantes les unes des autres.
Par contre, si en comparant les spectres apodise´s avec les feneˆtres de Hamming et BH4,
les fre´quences centrales des cycles sont e´gales avec une incertitude ∆f , alors je dirai qu’il
semble exister un cycle a` cette fre´quence. La valeur de cette incertitude sera calibre´e sur le
nombre de Wolf. En effet ce denier, e´tant connu depuis longtemps, on posse`de de longues
se´ries temporelles. De plus, on peut le reconstruire a` partir de traceurs de l’activite´ solaire
sur plusieurs milliers d’anne´es [Peristykh et Damon, 2003].
54 Donne´es magne´tiques a` grande pe´riode
2.1.4 Calibrage sur le nombre de Wolf
Le champ magne´tique du soleil a un cycle de 22 ans dans son changement de polarite´ qui se
manifeste par un cycle a` 11 ans bien marque´ dans les donne´es magne´tiques a` la surface de
la Terre. La dure´e de de dernier cycle a varie´ au cours des sie`cles entre 9 et 12 ans [Friis-
Christensen et Lassen, 1991]. On peut donc s’attendre a` une bande de fre´quence entre 9 et 12
ans dans le spectre du nombre de Wolf. Vigouroux [1996] a montre´ que cette partie du spectre
pouvait eˆtre conside´re´e comme significative. Elle a construit des se´ries temporelles ale´atoires
pour e´tudier le bruit correspondant dans le spectre et elle a calcule´ un seuil statistique au-
dela` duquel une amplitude spectrale peut eˆtre conside´re´e comme significative. On peut donc
conclure que l’intervalle 9-12 ans contient de l’information, mais laquelle ? Le spectre du
nombre de Wolf 2.6a est celui qu’on trouve le plus, et notamment dans [Vigouroux, 1996].
Cependant, il change beaucoup de`s qu’on utilise une feneˆtre de ponde´ration, comme sur la
Fig. 2.6 (b)-(c).
De nombreux auteurs ont cherche´ ou note´ des cycles a` grande pe´riode dans le nombre de Wolf
ou dans des traceurs de l’activite´ solaire comme les e´le´ments cosmoge´niques. Gleissberg [1958]
a de´tecte´ un cycle a` 80 ans, maintenant connu sous le nom de cycle de Gleissberg. Depuis
d’autres cycles ont e´te´ annonce´s, parmi lesquels on peut noter un cycle vers 210 ans et un
autre entre 2200 et 2400 ans [Peristykh et Damon, 2003, voir les re´fe´rences cite´es dans cet
article].
Il semble qu’il y ait deux e´coles pour la de´termination de ces cycles a` tre`s grande pe´riode.
La premie`re travaille sur les traceurs de l’activite´ solaire, comme les e´le´ments cosmoge´niques.
Re´cemment, une analyse des se´ries du 14C conclut sur la persistance d’un cycle a` 88 ans pen-
dant 12 000 ans [Peristykh et Damon, 2003], ainsi que des cycles a` 208 et 2200 ans. Les autres
pics du spectre s’expliquant par une interaction de ces pics entre eux. Ainsi la modulation du
cycle a` 88 ans avec le cycle a` 208 ans se traduit par deux pics a`(
1
88
− 1
208
)−1
= 91.7 ans et
(
1
88
+
1
208
)−1
= 84.6 ans
La modulation entre les cycles a` 88 ans et 2200 ans se traduit, quant a` elle, par deux pics
a` 61.8 ans et 152 ans. Expliquer des pics par modulation d’amplitude entre plusieurs cycles
est une ide´e de´ja` utilise´e a` plusieurs reprises dans le passe´. On pourra noter son utilisation
dans la de´termination de la variabilite´ solaire dans des donne´es de thermoluminescence de
se´diments marins [Cini Castognoli et al., 1988].
Une autre e´cole se base sur une analyse en ondelette du nombre de Wolf. Ogurtsov et al. [2002]
et Le et Wang [2003], par exemple, concluent sur l’existence de deux bandes de fre´quences :
la premie`re entre 50 et 80 ans, et la seconde entre 90 et 140 ans. Dans sa Fig. 2, Ogurtsov
et al. [2002] trace les limites en re´solution de l’analyse en ondelette, limite´e au maximum a`
114 ans, ce qui n’empeˆche pas Le et Wang [2003], avec les meˆmes donne´es, d’aller jusqu’a` 150
ans.
Est-ce un hasard ? On peut comparer les dates obtenues par Cini Castognoli et al. [1988] a`
celles du spectre apodise´ (c) de la Fig. 2.6. Pour ce spectre, j’ai utilise´ la longueur maximale
de la se´rie du nombre de Wolf dont je disposais (1610-1995), incluant notamment le minimum
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(a) Spectre brut, 1700-1995
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(b) Spectre apodise´ : hamming (trait plein) et BH4 (+),
1700-1995
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(c) Spectre apodise´ : hamming (trait plein) et BH4 (+),
1610-1995
Fig. 2.6: Spectre du nombre de Wolf, pour diffe´rentes longueurs de la se´rie de
donne´es et diffe´rentes feneˆtres d’apodisation.
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de Maunder, lequel est exclut dans le spectre (b) de la Fig. 2.6. Les pics a` 60.1, 85.6 et 153
ans correspondent bien avec les cycles a` 88 ans et sa modulation par le cycle a` 2200 ans (pics
a` 61.8 et 152 ans, [Cini Castognoli et al., 1988]). Comme l’apodisation e´largit les pics, le pic
a` 85.6 ans pourrait contenir aussi les pics a` 84.6 et 91.7. Il faut noter aussi le de´calage entre
les spectres apodise´s pour le pic vers 150 ans. Ce de´calage semble normal, puisque la dure´e de
la se´rie temporelle est infe´rieure a` trois fois la pe´riode du cycle. Empiriquement, il me semble
ne´cessaire d’avoir des se´ries temporelles dont la dure´e est – au minimum – de quatre ou cinq
fois la pe´riode recherche´e pour estimer la fre´quence d’un pic par transforme´e de Fourier.
On peut comparer les spectres (b) et (c) autour de 11 ans : La seule diffe´rence est la prise
en compte (c) ou non (b) du minimum de Maunder, pendant lequel le cycle a` 11 ans avait
une amplitude bien moindre que d’habitude. C’est une des limitations de la transforme´e de
Fourier : elle donne une information globale, sur toute la dure´e de l’enregistrement. Si un cycle
a une amplitude variable, la transforme´e de Fourier donne une information sur l’amplitude
moyenne du cycle. Les spectres apodise´s montrent une structure en deux bandes autour de
10.0 et 11.1 ans. Or ceci n’est pas visible dans les re´sultats publie´s d’analyse par ondelette
de Le et Wang [2003] ou Ogurtsov et al. [2002]. Il se peut tre`s bien que cette structure en
deux bandes soit un artefact duˆ aux feneˆtres de ponde´ration. Il semble cependant qu’elle soit
caracte´ristique du cycle a` 11 ans car on la retrouve dans les donne´es magne´tiques.
L’e´cart en fre´quence ∆f est calibre´ a` partir du spectre (c) de la Fig. 2.6. Il est fixe´ a`
∆f = 6.10
−4 an−1
La partie du spectre se rapprochant de la fre´quence nulle est de moins en moins significative
au fur et a` mesure que l’on se rapproche de la fre´quence nulle, a` cause de la dure´e finie des
donne´es. Cela se voit de`s que l’on compare un spectre apodise´ et un spectre´ non apodise´
(comparer le spectre brut Fig. 2.6a et le spectre apodise´ 2.6b). Une feneˆtre d’apodisation
est un moyen nume´rique de donner moins de poids dans le calcul du spectre aux tre`s basses
fre´quences. Cependant, la feneˆtre d’apodisation interagit (( plus ou moins )) avec le signal.
Ce crite`re en fre´quence permet de fixer une limite sur ce (( plus ou moins )) en utilisant deux
feneˆtres de ponde´ration et en comparant leur interaction respective avec le signal.
2.1.5 Spectres apodise´s de la variation du champ magne´tique
Spectres de CLF
Les spectres des composantes X, Y et Z de la variation se´culaire a` CLF sont relativement
repre´sentatifs des spectres que l’on peut trouver aux autres stations.
Au premier abord, ce qui frappe les spectres de la Fig. 2.7, c’est la variation annuelle qui
domine les spectres de variation se´culaire. Bien que les spectres aient e´te´ repre´sente´s seulement
jusqu’a` la fre´quence de 1.2 an−1, la variation demi-annuelle est le trait caracte´ristique des
spectres de variation se´culaire comme on peut le voir sur la Fig. 2.2. L’apodisation ne change
pas la domination du spectre par les variations annuelles et demi-annuelles. Pour les spectres
apodise´s, la variation annuelle est la plus importante sur la composante X, la plus faible sur la
composante Y. Interme´diaire sur la composante Z, elle pourrait sembler fortement module´e.
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(a) Composante X˙ a` CLF
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(b) Composante Y˙ a` CLF
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(c) Composante Z˙ a` CLF
Fig. 2.7: Spectre de la variation se´culaire du champ magne´tique
a` Chambon-La Foreˆt. Hamming (trait plein) et BH4 (+).
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(a) Zoom de la composante X˙ a` CLF
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(b) Zoom de la composante Y˙ a` CLF
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(c) Zoom de la composante Z˙ a` CLF
Fig. 2.8: Zoom de la Fig. 2.7. Hamming (trait plein)
et BH4 (+).
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La composante Y a le spectre le plus (( calme )) entre 1 et 11 ans, tandis que c’est la composante
Z, la plus sensible a` perturbations externes, qui est la plus (( chahute´e )). C’est sur cette
composante que la variation annuelle semble fortement module´e.
Quant au cycle a` 11 ans, il est maximal sur la composante Z, minimum sur la composante Y.
L’amplitude du cycle sur la composante Z est le double de celle de la composante Y. D’apre`s
Harwood et Malin [1977], l’amplitude typique de la composante Z est de l’ordre de 20 nT, la
composante Z e´tant en moyenne plus grande (au maximum d’un facteur 2) que la composante
horizontale.
Il faut cependant se rappeler que ce n’est qu’une indication, car la transforme´e de Fourier
n’est pas l’outil adapte´ pour e´tudier un cycle dont l’amplitude varie au cours du temps. Elle
ne donne qu’une information moyenne´e sur la dure´e de l’enregistrement. Mais ce qui e´tait
vrai au de´but du XIXe`me sie`cle ne l’est plus force´ment maintenant.
Cycles a` grande pe´riode (supe´rieur a` 1 an)
Le crite`re ∆f , calibre´ sur le nombre de Wolf, permet de trouver un certain nombre de cycles
de pe´riode supe´rieure a` un an. Je n’ai retenu que les cycles dont l’amplitude est au moins
du meˆme ordre de grandeur que celle du cycle a` 11 ans. En effet, d’apre`s Harwood et Malin
[1977], l’amplitude typique de ce cycle est de l’ordre de 20 nT. Des cycles de plus petite
amplitude n’auraient pas beaucoup de sens, car les incertitudes de mesure en de´but de se´rie
sont du meˆme ordre.
Parmi les se´ries mensuelles disponibles sur le web, certaines ont une dure´e de plus de cent
ans : il s’agit des se´ries des stations CLF (121 ans), NGK (103 ans), FRD (102 ans), HON et
SIT (101 ans). Ces cinq se´ries ont e´te´ explore´es.
Le cycle a` 11 ans se pre´sente, la plupart du temps, par un motif en deux pics, comme on peut le
voir sur 2.6c. Les deux pics sont bien identifie´s par le crite`re de de´tection seulement sur CLF.y
(la notation CLF.y de´signe la composante Y de la variation se´culaire a` CLF). En ge´ne´ral, un
des deux pics seulement est de´tecte´ par le crite`re de se´lection, sauf sur NGK.x, NGK.z, HON.x
et HON.z ou` les spectres apodise´s sont relativement diffe´rents a` cette fre´quence, ce qui pourrait
eˆtre une indication d’une forte interaction du signal avec la dure´e finie de la se´rie.
Un cycle vers 16-19 ans est pre´sent dans les spectres apodise´s sur CLF.x, CLF.z, NGK.y,
NGK.z, FRD.z, SIT.y et les trois composantes de la variation se´culaire a` ESK, soit dans 9
se´ries parmi les 15 (5 stations, 3 composantes).
Un cycle vers 29-30 ans est de´tecte´ sur CLF.y, SIT.y et HON.x, soit dans 3 se´ries parmi les
15.
2.1.6 Les longues se´ries de Paris
Je remercie Mioara Mandea qui m’a gracieusement donne´ les se´ries de de´clinaison et d’incli-
naison de Paris.
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La se´rie de l’inclinaison couvre la pe´riode 1671-2003 et la se´rie de la de´clinaison la pe´riode
1540-2003. Les donne´es sont des moyennes annuelles et il manque certaines donne´es. A partir
de ces donne´es, j’ai construis les deux se´ries suivantes :
* de´clinaison : la se´rie couvre la pe´riode 1677-2003, soit 326 ans, avec un pas d’e´chan-
tillonnage annuel. 24 anne´es manquantes ont e´te´ rajoute´es en utilisant une interpolation
line´aire
* inclinaison : la se´rie couvre la pe´riode 1786-2003, soit 217 ans, avec un pas d’e´chan-
tillonnage annuel. 20 anne´es manquantes ont e´te´ rajoute´es en utilisant une interpolation
line´aire
Les deux proce´dures de mise en forme pre´ce´dentes ont e´te´ utilise´es pour comparer les spectres
avec et sans feneˆtre de Hamming ; le crite`re empirique,de´veloppe´ a` la section pre´ce´dente, est
utilise´ pour de´terminer les cycles (( de confiance )).
La se´rie de l’inclinaison
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
0
1e-05
2e-05
3e-05
4e-05
5e-05
6e-05
7e-05
8e-05
9e-05
0,0001
  


 

 


 	







2 



−
1

ﬁﬀﬂﬃ! "
−1 #
Fig. 2.9: Spectre de l’inclinaison. Hamming (trait plein) et BH4 (+). En
abscisse, la fre´quence (en an−1).
Sur la Fig. 2.9, on peut trouver des pics a` 3.3, 4, 7.8, 12, 17 et 62 ans. Le pic a` 7.2 ans ne
respecte pas le crite`re. Le cycle a` 11 ans est caracte´ristique, le pic a` 10 ans e´tant de´tecte´ par
le crite`re ∆f .
La se´rie de la de´clinaison
Sur la Fig. 2.10, on peut trouver des pics a` 2.7, 2.9, 3.6, 5.7, 6.2, les deux pics du cycle a` 11
ans, 13.7, 25 et 71 ans.
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Fig. 2.10: Spectre de la de´clinaison. Hamming (trait plein) et BH4 (+).
En abscisse, la fre´quence (en an−1).
Le pic a` 70 ans annonce´ par Rivin [1985] est retrouve´. Cet auteur trouve aussi une trace de
ce cycle dans les donne´es de rotation de la Terre sur elle-meˆme, ce qui pourrait laisser penser
a` une origine non solaire. Il ne semble pas apparaˆıtre non plus dans sur le spectre du nombre
de Wolf.
En conclusion, la transforme´e de Fourier semble adapte´e a` la recherche de cycle dans de tre`s
longues se´ries magne´tiques (d’une dure´e de l’ordre de cinq fois la dure´e du cycle recherche´e
au moins). Dans le cas ou` les se´ries temporelles sont plus courtes, il est pre´fe´rable d’utiliser
la me´thode de filtrage par moyenne glissante.
2.2 Filtrage par moyenne glissante
Dans leur article, Harwood et Malin [1977] ont de´termine´ le cycle a` 11 ans dans les se´ries
magne´tiques pour e´valuer la re´ponse Q du manteau conducteur a` cette fre´quence. Les valeurs
obtenues ont e´te´ reprises re´cemment par Olsen [1999] dans sa compilation des re´ponses C.
En refaisant les meˆmes ope´rations que Harwood et Malin [1977], j’obtiens des amplitudes 50%
plus importantes du cycle a` 11 ans dans les diffe´rentes stations regarde´es.
2.2.1 Harwood et Malin
Alors que Harwood et Malin [1977] ont utilise´ des moyennes annuelles, j’ai utilise´ les donne´es
mensuelles de´crites pre´ce´demment. Les filtres utilise´s sont des moyennes sur des feneˆtres
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glissantes, centre´s sur la date courante. De tels filtres sont des filtres au moins du premier
ordre, dont la transforme´e de Fourier est
sin(2pift)
2pif
Alors que l’enveloppe est du premier ordre, le sinus s’annule en fonction de la valeur fixe´e de
t. Un tel signal χ filtre´ est note´ < χ >t ou` t est en anne´e. La notation RVt1,t2(χ)
1 de´signe la
diffe´rence
RVt1,t2(χ) =< χ >t1 − < χ >t2
ou` χ est soit une composante du champ magne´tique. La tendance line´aire du signal obtenu
est enleve´e. La Fig. 2.11 repre´sente le signal RV3,11(H) pour cinq stations magne´tiques :
CLF, NGK, TUC, HON et SIT ; la Fig. 2.12 le signal RV3,11(Z) pour les meˆmes stations.
On pourra comparer les signaux associe´s aux quatre dernie`res stations avec la Fig. 1 de
[Harwood et Malin, 1977]. En moyenne, l’amplitude trouve´e est environ 50% plus importante.
Il faudrait reprendre l’inversion de Harwood et Malin [1977] pour voir comment la re´ponse
e´lectromagne´tique Q du signal est modifie´e.
Ceci modifierait la re´ponse C calcule´e par Olsen [1999] a` partir des valeurs de Harwood et
Malin. La seule diffe´rence re´side dans la manie`re dont la tendance a e´te´ enleve´e : Harwood et
Malin enle`vent un polynoˆme, dont l’ordre est en moyenne trois ou quatre, alors que j’ai retire´
seulement la tendance line´aire.
2.2.2 Cycle a` 11 ans sur la composante Y
Une trace du cycle a` 11 ans a e´te´ recherche´e sur la composante Y du champ magne´tique. En
effet, on s’y attend a` la vue du spectre de la composante Y a` CLF (Fig. 2.8b). La comparaison
avec le spectre de la composante X a` CLF (Fig. 2.8a) permet de dire que la trace du cycle
a` 11 ans a` le meˆme ordre de grandeur sur les deux composantes. C’est bien ce que l’on peut
observer sur la Fig. 2.14. La Fig. 2.13 montre que le cycle a` 11 ans sur la composante Y est
identifiable sur les stations HYD, KOD, TRD et SIT. En Europe, CLF.y est relativement
repre´sentative de ce qui se passe a` 11 ans. On peut identifier un cycle a` 11 ans, de faible
amplitude (de l’ordre de 10 nT), entre 1930 et 1970 notamment (Fig. 2.13). Par contre, entre
1900 et 1930, puis en 1970 et 2000, un cycle a` 22 ans est identifiable. On peut remarquer
que le signal RV3,11(Y) ne devrait avoir que des pe´riodes entre 3 et 11 ans. Un filtrage par
moyenne glissante utilise un filtre au moins du premier ordre. On peut donc en conclure que
le cycle a` 22 ans est le´ge`rement sous-estime´ dans son amplitude.
2.2.3 Cycle a` 22 ans sur la composante Y
Ce qui a e´te´ fait pour le cycle a` 11 ans peut eˆtre fait pour le cycle a` 22 ans
RV3,22(χ) =< χ >3 − < χ >22
1J’ai repris la notation RV utilise´e par Harwood et Malin [1977].
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Fig. 2.11: Signal RV3,11(H) pour les cinq stations cite´es. Les
pointille´s ne sont la` que pour une meilleure lecture.
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Fig. 2.12: Signal RV3,11(Z) pour les cinq stations cite´es.
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Fig. 2.13: Signal RV3,11(Y ) a` diffe´rentes stations.
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Fig. 2.14: Signal RV3,11(X) (en trait plein, nT) et le signal RV3,11(Y)
(+, nT) a` Sitka (code iaga SIT).
Le cycle a` 22 ans est visible a` partir de 1960 en Europe (cf Fig. 2.15). Or, sur les quarante
dernie`res anne´es, le cycle des secousses semble eˆtre de 22 ans. Les autres secousses du de´but
du sie`cle correspondent aussi a` un signal de pe´riode environ 22 ans dans RV3,22(Y ). Ce meˆme
cycle semble aussi pre´sent sur RV3,22(X) (cf Fig. 2.18). C’est moins clair sur la composante
Z (cf Fig. 2.19).
Dans sa the`se, Eymin [2004] s’est inte´resse´e a` la corre´lation entre la pression moyenne a` la
surface du noyau et les secousses magne´tiques : les pics de pression co¨ıncident avec les dates
des secousses magne´tiques (a` un ou deux ans pre`s), sauf en 1985, date ou` aucune secousse
n’e´tait de´tecte´e jusqu’ici. Il semblerait qu’il y ait effectivement eu un phe´nome`ne analogue
a` une secousse localise´e dans le Pacifique vers 1985 : elle serait passe´e inaperc¸ue a` cause de
la mauvaise couverture spatiale de l’oce´an Pacifique par des stations magne´tiques. D’apre`s
Eymin [2004], les pics de pression pre´ce`dent les secousses d’un an ou deux. Parmi les stations
qui ont une se´rie temporelle suffisamment longue pour espe´rer voir le cycle a` 22 ans par cette
technique de filtrage (qui provoque des pertes en de´but et en fin de se´rie), il y a la station
d’Honolulu. On de´tecte effectivement un minimum dans la de´rive´e temporelle de RV3,22(Y ) a`
HON en 1985 (cf Fig. 2.17).
Les pe´riodes comprises entre 3 et 22 ans sont les principales constituantes du signal RV3,22.
Pour se´parer entre les contributions entre ces diffe´rentes pe´riodes, on peut repre´senter le
signal RV11,3(Y) a` Chambon-La-Foreˆt (Fig. 2.20) ou le signal RV22,11(Y) (Fig. 2.21). Le
signal RV11,3(Y˙ ) est plus marque´ que le signal RV22,11(Y˙ ) pour les secousses de 1913 et 1925,
tandis que c’est l’inverse en 1901. Pour les secousses de 1969 et 1978, les deux signaux sont
de meˆme amplitude.
2.2 Filtrage par moyenne glissante 67
1900 1920 1940 1960 1980 2000
20 nT
TUC
HON
NGK
ESK
CLF
Fig. 2.15: Signal RV3,22(Y ) a` diffe´rentes stations.
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Fig. 2.16: Signal RV3,22(Y ) a` Chambon-La-Foreˆt (en trait plein, nT),
sa de´rive´e temporelle (o, nT/an) et la variation se´culaire de la
composante Y a` CLF (+, nT/an) shifte´e de 40 nT/an vers le bas.
2.3 Conclusions
La transforme´e de Fourier a e´te´ utilise´e sur les longues se´ries magne´tiques. Cependant, son
usage n’est pertinent que pour les se´ries dont la dure´e est de l’ordre de cinq fois la pe´riode du
cycle recherche´. Comme des cycles de grandes pe´riodes e´taient recherche´s, la transforme´e de
Fourier n’est pas l’outil pertinent pour des pe´riodes de plus de 20 ans.
Des cycles de grandes pe´riodes e´taient recherche´s en lien avec le me´canisme d’excitation des
ondes de torsion pre´sente´ a` la fin de ce manuscrit. En effet, quand un syste`me est force´ a` une
fre´quence donne´e, il re´agit a` cette fre´quence. C’est le cas du noyau, force´ par le cycle solaire
via les syste`mes de courant externes. Dans le cas ou` la pe´riode d’excitation est de 11 ans, un
champ magne´tique est induit par les ondes de torsion a` la pe´riode de 11 ans ; lequel n’est plus
corre´le´ avec le nombre de Wolf. Ce qui expliquerait les conclusions de Gavoret et al. [1986] qui
ne re´ussirent pas a` expliquer la signal a` 11 ans comme une combinaison line´aire du nombre
de Wolf et de l’indice aa. Gubbins et Tomlison [1986] arrive`rent a` la meˆme conclusion par
une me´thode diffe´rente. De plus, le me´canisme d’excitation est d’autant plus efficace que les
pe´riodes sont grandes, d’ou` l’inte´reˆt de telles pe´riodes.
Pour le cycle a` 11 ans, les deux techniques employe´es sont comple´mentaires : la transforme´e
de Fourier en donne une information inte´gre´e sur toute la dure´e de la se´rie, tandis que le
filtrage par moyenne glissante donne une information sur la variation de l’amplitude du cycle
au cours de la se´rie. Il semble en effet que l’amplitude de ce cycle varie. Dans le meˆme ordre
d’ide´e, le cycle a` 22 ans, est important entre 1900 et 1930, puis a` de 1970. On peut remarquer
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Fig. 2.17: Signal RV3,22(Y) a` HON (en trait plein, nT), sa de´rive´e
temporelle (+, nT/an).
la corre´lation entre les secousses les plus marque´es () sur la composante Y de la variation
se´culaire a` Chambon-La-Foreˆt et l’amplitude du cycle a` 22 ans.
Finalement, quand le cycle a` 11 ans est bien identifiable par le filtrage par moyenne glissante,
comme c’est le cas de la station magne´tique SIT, on peut voir que l’amplitude du cycle sur
la composante X est du meˆme ordre de grandeur que celle de la composante Y.
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Fig. 2.18: Signal RV3,22(X) a` Chambon-La-Foreˆt (en trait plein, nT),
sa de´rive´e temporelle (o, nT/an) et la variation se´culaire de la
composante X a` CLF (+, nT/an) de´cale´e de 60 nT/an vers le bas.
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Fig. 2.19: Signal RV3,22(Z) a` Chambon-La-Foreˆt (en trait plein, nT), sa de´rive´e
temporelle (o, nT/an) et la variation se´culaire de la composante X a` CLF (+,
nT/an) de´cale´e de 60 nT/an vers le bas.
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Fig. 2.20: De´rive´es temporelles du signal RV22,3(Y) a` Chambon-La-Foreˆt (en
trait plein, nT/an) et du signal RV11,3(Y) (+, nT/an) a` Chambon-La-Foreˆt.
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Fig. 2.21: De´rive´es temporelles du signal RV22,3(Y) a` Chambon-La-Foreˆt (en
trait plein, nT/an) et du signal RV22,11(Y) (o, nT/an) a` Chambon-La-Foreˆt.
Deuxie`me partie
Les Ondes de Torsion
Chapitre 3
Les e´quations du manteau et du
noyau
3.1 Les e´quations de l’e´lectromagne´tisme
Les e´quations de Maxwell et la loi d’Ohm permettent de de´crire l’e´volution du champ magne´-
tique en espace et en temps.
3.1.1 Les e´quations de Maxwell
Dans un milieu de perme´abilite´ magne´tique µ0 et de permittivite´ ε0, les e´quations de Maxwell
sont
div ~B = 0 (3.1)
rot ~E = −∂
~B
∂t
(3.2)
div ~E =
ρe
ε0
(3.3)
rot ~B = µ0~j + ε0µ0
∂ ~E
∂t︸ ︷︷ ︸
(a)
(3.4)
(3.5)
avec ~E et ~B les composantes e´lectrique et magne´tique du champ e´lectromagne´tique et les
densite´s volumiques de charges ρe et de courants ~j. Les courants de de´placement (a) sont
ne´gligeables si ∣∣∣∣∣ε0µ0 ∂ ~E∂t
∣∣∣∣∣
∣∣∣rot ~B∣∣∣ ∼ ∣∣∣µ0~j∣∣∣ soit c2ε0µ0  T 2
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c’est a` dire si T  0.01 secondes (c est le rayon du noyau et (ε0µ0)−1/2 la vitesse de la lumie`re
dans le vide). Les ondes les plus rapides que j’e´voque dans cette the`se sont les ondes inertielles
qui ont une pe´riode de l’ordre du jour. Les ondes qui font l’objet de ce travail, les ondes de
torsion, se rencontrent sur des e´chelles de temps de´cennales. Les courants de de´placements
sont donc ne´glige´s : c’est l’approximation magne´tohydrodynamique dans le cadre de laquelle
l’e´quation de Maxwell-Ampe`re se re´duit a`
rot ~B = µ0~j (3.6)
Dans le cadre de cette approximation, les courants sont a` divergence nulle
div~j = 0 (3.7)
ce qui traduit la conservation de la charge.
Les e´quations de Maxwell ne forment pas un syste`me complet d’e´quations : il manque une
relation de fermeture, qui couple les courants, le champ e´lectrique et le champ magne´tique :
la loi empirique d’Ohm.
3.1.2 La loi d’Ohm
Les courants e´lectriques ~j sont relie´s au champ e´lectromagne´tique via la conductivite´ σ du
fluide par la loi d’Ohm. Dans le cas d’un re´fe´rentiel non galile´en, cette dernie`re s’e´crit
~j = σ
(
~E + ~u ∧ ~B
)
(3.8)
Dans les e´quations vues ci-dessus, on peut e´liminer le champ e´lectrique. La premie`re raison
a` cette e´limination est mathe´matique : utiliser le champ e´lectrique impose de connaˆıtre les
charges dans le noyau (ρe = −ε0 div(~u ∧ ~B)) et d’inverser alors la divergence du champ e´lec-
trique. Deuxie`mement, on pre´fe`re utiliser la description en terme de courants e´lectriques qui
ont une re´alite´ physique imme´diate et utiliser le champ magne´tique qu’on mesure directement
dans les observatoires et les satellites. A partir des e´quations de Maxwell et de la loi d’Ohm,
cette e´limination conduit a` l’e´quation d’induction
∂ ~B
∂t
= rot
(
~u ∧ ~B
)
+ rot(η rot ~B) (3.9)
ou` la conductivite´ σ est suppose´e ne pas eˆtre uniforme. La diffusivite´ magne´tique η = (µ0σ)
−1
est donc a priori non uniforme. Pour le manteau, ou` il n’y a pas de vitesse, elle devient
∂ ~B
∂t
= rot(η rot ~B) (3.10)
Dans le noyau, les ondes de torsion ont une pe´riode caracte´ristique maximale de l’ordre de la
centaine d’anne´es ne´gligeable devant le temps de diffusion magne´tique Td (1.7) ; l’e´quation de
diffusion (3.9) se re´duit a`
∂ ~B
∂t
= rot
(
~u ∧ ~B
)
(3.11)
en dehors des couches limites et de la graine solide ou` il n’y a pas de vitesse.
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3.2 Cas du manteau isolant
Dans le but de connaˆıtre le comportement du champ magne´tique dans le manteau, on conside`re
le cas du manteau isolant. Cela permet, en autre, de prolonger les observations en surface vers
le coeur de notre plane`te. Comme le manteau est isolant, il n’y a pas de courants e´lectriques :
rot ~B = ~0
D’apre`s l’e´quation (D.5), le champ toro¨ıdal est nul dans le manteau et d’apre`s l’expression
(D.4), le champ polo¨ıdal est une fonction harmonique dans le manteau (∆P = 0). Si le
manteau est isolant, seule la partie polo¨ıdale contribue au champ magne´tique (cf Eq. (D.3)).
On note ψ le potentiel magne´tique dans le manteau. On a alors
~B = grad
(
∂
∂r
(rP )
)
= −gradψ (3.12)
Le potentiel magne´tique est donc relie´ au champ polo¨ıdal dans le manteau
ψ = − ∂
∂r
(rP ) (3.13)
Comme le champ magne´tique est a` divergence nulle, le potentiel est aussi une fonction har-
monique dans le manteau
∆ψ = 0 (3.14)
C’est graˆce a` cette proprie´te´ du potentiel magne´tique qu’on peut prolonger les observations
magne´tiques de la surface de la Terre jusqu’a` la frontie`re noyau-manteau. Pour exprimer
facilement le polo¨ıdal P dans le manteau, on revient sur le caracte`re harmonique de P dans
le manteau. En conside´rant la relation (D.6) et sa proprie´te´ (D.7), on peut montrer que
∆P = 0 ⇒ ∂ψ
∂r
= −1
r
L2P ⇒ (( ψ = lP )) (3.15)
Le polo¨ıdal P s’e´crit alors dans le manteau
P = a
∞∑
l=1
(a
r
)l+1 l∑
m=0
[
gml
l
cos(mφ) +
hml
l
sin(mφ)
]
Pml (cos θ) (3.16)
Le potentiel magne´tique est couple´ au polo¨ıdal dans le manteau par les deux e´quations (3.13)
et (3.15). Le polo¨ıdal ve´rifie donc partout dans le manteau, et en particulier a` la frontie`re
noyau-manteau
∂P
∂r
= − l + 1
r
P (3.17)
3.3 Cas du manteau conducteur
Dans cette partie, je reviens sur l’approximation pre´ce´dente de manteau isolant. Le but de
cette partie est de prendre en compte la conductivite´ du manteau en vue de de´terminer la re´-
ponse e´lectromagne´tique de la Terre a` une excitation externe et/ou de´terminer la contribution
des ondes de torsion dans les observatoires a` la surface de la Terre.
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3.3.1 Equation de l’induction pour un manteau conducteur
Dans le cas d’une conductivite´ non uniforme, l’e´quation de l’induction dans le manteau est
l’e´quation (3.10). En utilisant la de´composition toro¨ıdale/polo¨ıdale (cf Eq. (D.1)), elle s’e´crit
rot
(
∂P
∂t
~r
)
+ rot rot
(
∂T
∂t
~r
)
= rot
{
grad
(
η
∂
∂r
(rT )
)
+
∂
∂r
(rT )grad η + η∆T ~r + rot(η∆P )− grad η ∧ (∆P ~r )
}
(3.18)
Dans ce travail, la partie toro¨ıdale du champ magne´tique n’a pas e´te´ prise en compte pour
les ondes de torsion, il n’est donc pas ne´cessaire de la prendre en compte dans le manteau.
Un moyen de de´coupler les parties toro¨ıdale/polo¨ıdale du champ magne´tique dans le manteau
est de choisir une conductivite´ qui ne de´pende que du rayon sphe´rique r. Dans ce cas, les
e´quations de´couple´es sont
∂P
∂t
= η(r)∆P (3.19)
∂T
∂t
= η(r)∆T +
1
r
dη
dr
∂
∂r
(rT )
On choisit une conductivite´ constante par morceaux a` l’inte´rieur de coquilles concentriques
pour simplifier la mise en e´quation du proble`me. Comme une mise en e´quation matricielle
sera de´veloppe´e par la suite, il sera possible de conside´rer un grand nombre de couches dans
le manteau pour tendre vers une distribution continue de conductivite´ dans le manteau.
On cherche donc une solution a` l’e´quation (3.19) de diffusion du polo¨ıdal dans le manteau
sous la forme
P = a
∞∑
l=1
l∑
m=−l
xl(r)e
imφPml (cos θ)e
iωt (3.20)
La fonction radiale xl(r) satisfait l’e´quation diffe´rentielle
r2
d2xl
dr2
+ 2r
dxl
dr
+
(
k2r2 − l(l + 1))xl = 0 (3.21)
ou` k2 = −iωµ0σ est une constante complexe. La solution (cf Eq. (C.1)) est la combinaison
line´aire suivante
xl(r) = γjl(kr) + δnl(kr) (3.22)
ou` jl(kr) et nl(kr) sont les fonctions de Bessel sphe´riques respectivement de premie`re et
seconde espe`ce (ces dernie`res ayant la caracte´ristique de diverger en r = 0).
On peut e´crire k sous la forme
k =
1− i
δp
avec δp =
√
2
µ0σω
=
√
ηT
pi
(3.23)
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ou` T est la pe´riode de l’excitation et δp la distance caracte´ristique, dite e´paisseur de peau, sur
laquelle le champ magne´tique va pe´ne´trer dans la couche conductrice. Si le terme rot(~u ∧ ~B)
est ne´gligeable devant le terme de diffusion du champ magne´tique dans l’e´quation d’induction
(3.9), alors le champ magne´tique pe´ne`tre par diffusion dans le noyau sur une distance typique
δp = 10.5 km pour η = 1 m
2.s−1 et T = 11 ans.
Dans une couche de conductivite´ σi, le polo¨ıdal P est donc de la forme
P = a
∞∑
l=1
l∑
m=−l
[
iγ
m
l (ω) jl(kir) + iδ
m
l (ω) nl(kir)
]
eimφPml (cos θ)e
iωt (3.24)
Les coefficients iγ
m
l et iδ
m
l ont la convention suivante : l’indice i de´signe la couche, les indices
l et m, respectivement le degre´ et l’ordre des fonctions associe´es de Legendre. Ils de´pendent
de la fre´quence e´tudie´e. Les composantes du champ magne´tique dans cette couche sont (cf
Eq. (D.10) et Eq. (D.11))
Br =
∞∑
l=1
l∑
m=−l
l(l + 1)
a
r
[
iγ
m
l jl(kir) + iδ
m
l nl(kir)
]
eimφPml (cos θ)e
iωt (3.25)
Bθ =
∞∑
l=1
l∑
m=−l
a
r
d
dr
(
r
[
iγ
m
l jl(kir) + iδ
m
l nl(kir)
])
eimφ
dPml
dθ
eiωt (3.26)
3.3.2 Champ magne´tique inducteur
On peut e´crire le de´veloppement en harmoniques sphe´riques (1.2) du potentiel magne´tique ψ
sous la forme suivante
ψ(r, θ, φ) = a
∞∑
l=1
l∑
m=−l
[
εml (ω)
(r
a
)l
+ iml (ω)
(a
r
)l+1]
eimφPml (cos θ)e
iωt (3.27)
La partie inductrice du champ magne´tique, dont les sources sont externes, est donne´e par les
coefficients εml (ω), tandis que la partie induite, dont les sources sont les courants induits dans
les couches conductrices du manteau et/ou les ondes de torsion dans le noyau, est donne´e par
les coefficients iml (ω). Ces coefficients sont complexes. Cette e´criture du potentiel n’est valable
que dans un milieu isolant.
La partie re´elle du de´veloppement (3.27) doit eˆtre e´gale au de´veloppement (1.2). Ce qui donne
la correspondance entre les coefficients εml et {qml , sml }
m > 0 εml =
1
2
(qml − i sml ) ε−ml =
1
2
(qml + i s
m
l ) (3.28)
qml = ε
m
l + ε
−m
l s
m
l = i(ε
m
l − ε−ml ) (3.29)
m = 0 ε0l = q
0
l s
0
l = 0 (3.30)
Les meˆmes relations s’appliquent aux coefficients iml et {gml , hml }.
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Les composantes radiale et orthoradiale du champ magne´tique sont
Br =
∞∑
l=1
l∑
m=−l
[
−l εml
(r
a
)l−1
+ (l + 1) iml
(a
r
)l+2]
eimφPml (cos θ)e
iωt (3.31)
Bθ = −
∞∑
l=1
l∑
m=−l
[
εml
(r
a
)l−1
+ iml
(a
r
)l+2]
eimφ
dPml
dθ
eiωt (3.32)
3.3.3 Champ magne´tique d’origine interne
Connaissant le champ inducteur externe – donne´ par les coefficients εml (ω) – et le profil de
conductivite´ du manteau, on se propose de de´terminer le champ d’origine interne – c’est a`
dire les coefficients iml (ω).
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(a) Cas d’un noyau solide
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(b) Ondes de torsion
Fig. 3.1: Mode`le de conductivite´. Les mouvements dans le noyau sont
ne´glige´s (a) ou non (b).
Le mode`le ge´ne´rique de conductivite´ adopte´, pre´sente´ Fig. 3.1, comporte une interface entre le
milieu isolant et la premie`re couche conductrice, une interface entre les couches conductrices
(qui est l’interface ge´ne´rique si on veut mettre des couches conductrices supple´mentaires dans
le mode`le) et enfin, une interface entre la dernie`re couche conductrice et le noyau.
A chaque interface, on e´crit la continuite´ des composantes radiale et orthoradiale du champ
magne´tique. Pour la premie`re interface, en r = r1, on obtient, en notation matricielle,[
εml
iml
]
= A
[
1γ
m
l
1δ
m
l
]
(3.33)
A =

 −
(
a
r1
)l
l+1
2l+1k1r1jl−1(k1r1) −
(
a
r1
)l
l+1
2l+1k1r1nl−1(k1r1)
(
r1
a
)l+1 l
2l+1k1r1jl+1(k1r1)
(
r1
a
)l+1 l
2l+1k1r1nl+1(k1r1)


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La deuxie`me interface, en r = r2, est caracte´rise´e par
[
1γ
m
l
1δ
m
l
]
= B
[
2γ
m
l
2δ
m
l
]
B = −k1r2


k1r2nl−1(k1r2)jl(k2r2) k1r2nl−1(k1r2)nl(k2r2)
−k2r2jl−1(k2r2)nl(k1r2) −k2r2nl−1(k2r2)nl(k1r2)
−k1r2jl−1(k1r2)jl(k2r2) −k1r2jl−1(k1r2)nl(k2r2)
+k2r2jl−1(k2r2)jl(k1r2) +k2r2nl−1(k2r2)jl(k1r2)


Enfin, a` la dernie`re interface, il y a plusieurs choix possibles, lesquels sont pre´sente´s sur
la Fig. 3.1. On peut conside´rer le noyau solide, comme c’est fait dans les calculs de re´ponse
e´lectromagne´tique de la Terre – de´termination de la re´ponse Q ou C – ou on peut tenir compte
des diffe´rents processus a` l’oeuvre dans le noyau, comme les ondes de torsion, la diffusion qui
pourrait eˆtre turbulente, le processus dynamo, les ondes MAC . . .
Cas d’un noyau solide
Dans ce cas, la dernie`re interface est caracte´rise´e par
[
2γ
m
l
2δ
m
l
]
= C
[
3γ
m
l
0
]
C = −k2r3


k2r3nl−1(k2r3)jl(k3r3) k2r3nl−1(k2r3)nl(k3r3)
−k3r3jl−1(k3r3)nl(k2r3) −k3r3nl−1(k3r3)nl(k2r3)
−k2r3jl−1(k2r3)jl(k3r3) −k2r3jl−1(k2r3)nl(k3r3)
+k3r3jl−1(k3r3)jl(k2r3) +k3r3nl−1(k3r3)jl(k2r3)


Le coefficient 3δ
m
l est nul, car la fonction de Bessel de deuxie`me espe`ce – nl(k3r) – diverge a`
l’origine.
Si le produit des matrices A, B et C est note´ E, la re´ponse Q, qui ne de´pend que du degre´ l
et non de l’ordre des harmoniques sphe´riques, est
Ql =
e21
e11
et la re´ponse C est de´termine´e graˆce a` la relation (1.4). Les calculs de la re´ponse Q ou de la
re´ponse C pour le cycle a` 11 ans [Harwood et Malin, 1977; Olsen, 1999] n’ont pris en compte
que le manteau, laissant de coˆte´ le noyau. La seule tentative est duˆ a` Duhau et Martinez
[1995]. La prise en compte du noyau est aborde´e apre`s quelques dernie`res conside´rations sur
le noyau solide.
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Courants induits dans le noyau par diffusion
On peut facilement de´terminer les courants associe´s a` ce champ dans le noyau. De manie`re
e´vidente, jr = 0. Le calcul donne
(rot ~B)θ =
∞∑
l=1
l∑
m=−l
ak23 3γ
m
l jl(k3r) im e
imφ P
m
l
sin θ
eiωt
(rot ~B)φ = −
∞∑
l=1
l∑
m=−l
ak23 3γ
m
l jl(k3r) e
imφ dP
m
l
dθ
eiωt
Si le champ magne´tique externe est axisyme´trique, alors jθ = 0. Dans ce cas, les courants
induits dans le noyau sont zonaux. On peut de´terminer les courants associe´s au degre´ l = 1.
On suppose, pour simplifier le calcul que le manteau est isolant. S’il n’y a pas de couches
conductrices dans le manteau, la relation (3.33) se re´duit a`[
ε01
i01
]
= A
[
γ01
0
]
On en de´duit que
µ0 jφ = − 3
2
ε01 k3
j1(k3r)
j0(k3c)
sin θ
Les courants tendent bien a` s’annuler quand r → 0. Dans le cas ou` ‖k3‖c 1 (forte conduc-
tivite´) et ‖k3‖r  1 (ce qui n’est valable que proche de la frontie`re noyau-manteau), on peut
utiliser l’approximation (C.9)
µ0 jφ =
3
2
ε01
c
r
e−(c−r)/δp
δp
(1− i) (sin[(c− r)/δp] + i cos[(c− r)/δp]) sin θ
Ces courants sont nuls aux poˆles, et maximum a` l’e´quateur. Leur enveloppe se comporte
comme
ε01
δp
e−(c−r)/δp sin θ (3.34)
Champ magne´tique transmis au noyau par diffusion
Dans le cadre de l’approximation ci-dessus (l = 1, m = 0), le champ transmis dans le noyau
par diffusion, ramene´ au champ excitateur, est proportionnel a`
γ01
ε01
j1(k3r) = −3
2
1
ka
j1(k3r)
j0(k3c)
(3.35)
La Fig. 3.2 montre le comportement aux abords imme´diats de la frontie`re noyau-manteau, de
la quantite´ (3.35), pour deux conductivite´s diffe´rentes du noyau. Le champ transmis dans le
noyau se met a` l’e´chelle comme
√
σc.
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Fig. 3.2: Quantite´ (3.35) en fonction du rayon sphe´rique r. Partie re´elle
(trait plein) et imaginaire (+) pour σc = 4.46 10
5 S. Partie re´elle (pointille´)
et imaginaire (o) pour σc = 1.48 10
6 S.
Cas d’un noyau fluide
Dans un noyau fluide, l’approximation (3.10) de l’e´quation de l’induction valable dans le
manteau n’est plus correcte. On revient alors a` la forme ge´ne´rale (3.9) qu’il faut re´soudre dans
le noyau pour pouvoir e´crire la continuite´ de la composante radiale du champ magne´tique a`
la frontie`re noyau-manteau : cela permet de prendre en compte tous les phe´nome`nes voulus
comme la diffusion magne´tique, le processus dynamo, les diffe´rentes ondes possibles . . .
Dans le cas du code IMPULse, la diffusion et les ondes de torsion sont prises en compte. La
composante radiale du champ magne´tique obtenue est
br =
l∅∑
l=1
l∑
m=−l
√
2l + 1
2
cml (ω) e
imφPml (cos θ)e
iωt
ou` l∅ est le degre´ de troncature du de´veloppement.
Le code IMPULse fournit la re´ponse impulsionnelle des coefficients cml qu’il faut convoluer
avec une sinuso¨ıde pour obtenir le coefficent cml (ω), c’est a` dire l’amplitude spectrale de la
sinuso¨ıde re´sultante de la convolution.
La continuite´ de la composante radiale a` la frontie`re noyau-manteau permet alors d’e´crire
une relation entre les coefficients de la dernie`re couche conductrice et le champ induit dans le
noyau par les ondes
2δ
m
l (ω) = αlc
m
l (ω)− βl 2γml (ω) (3.36)
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avec les coefficients
αl =
√
2l + 1
2
1
l(l + 1)
r3
a
1
nl(k2r3)
βl =
jl(k2r3)
nl(k2r3)
En notant D = A ∗ B, le produit des matrices A et B, les coefficients de la couche isolante
sont relie´s aux coefficients de la dernie`re couche conductrice et du noyau par[
εml
iml
]
= D
[
2γ
m
l
αlc
m
l − βl 2γml
]
Les e´le´ments dij de la matrice D permettent finalement d’e´liminer la dernie`re inconnue (le
coefficient 2γ
m
l ). Le champ d’origine interne
iml (ω) =
(
d21 − βld22
d11 − βld12
)
εml (ω) +
[
d22 − d12
(
d21 − βld22
d11 − βld12
)]
αlc
m
l (ω) (3.37)
est une combinaison line´aire entre, d’une part, les courants induits dans le manteau conducteur
par le champ externe (εml ), et d’autre part, le champ induit par les ondes de torsion (c
m
l ),
lequel cre´e aussi des courants dans le manteau conducteur.
Une fois choisi un profil de conductivite´ pour le manteau, la matrice D et les coefficients αl
et βl sont fixe´s. Connaissant le champ magne´tique externe, les coefficients ε
m
l sont calcule´s
a` partir des coefficients qml et s
m
l par les relations (3.28). Un exemple est donne´ Tab. (6.3).
Si le de´veloppement en harmoniques sphe´riques du champ magne´tique du noyau est connu a`
la surface du noyau (coefficients cml ), on peut alors de´terminer le champ magne´tique induit
a` la surface de la Terre (coefficients iml ). Dans le Tab. (6.6), on obtient les coefficients g
m
l,c et
hml,c a` partir des coefficients c
m
l via la relation (3.29). De meˆme, les coefficients g
m
l et h
m
l sont
associe´s aux coefficients iml .
Si on prend en compte le caracte`re fluide du noyau dans le calcul de la re´ponse e´lectromagne´-
tique de la Terre a` l’excitation de l’anneau de courant magne´tosphe´rique, la partie temporelle
de la phase du champ induit ne peut plus eˆtre suppose´e en quadrature de phase avec celle du
champ inducteur, comme cela avait e´te´ exploite´ par exemple dans [Harwood et Malin, 1977].
Le caracte`re fluide du noyau a e´te´ aborde´ de manie`re indirecte : je continue en de´crivant les
e´quations qui ge`rent l’e´volution de la vitesse apparue dans la loi d’Ohm.
3.4 Les e´quations de la me´canique des fluides
Je note G un re´fe´rentiel galile´en et R un re´fe´rentiel en rotation autour d’un axe fixe avec une
vitesse angulaire qui peut varier au cours du temps Ω(t). Dans G, le rayon vecteur est note´ ~r
et la vitesse d’une particule de fluide ~u.
A cause de l’analogie qu’il y a entre la convection thermique et la convection solutale (flux de
chaleur ↔ flux d’e´le´ments le´gers), je me restreins a` la convection thermique.
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De plus, parler de convection revient a` prendre en compte certains effets de compressibilite´
du fluide puisque le moteur de la convection est la force d’Archime`de. Cela va nous conduire
a` de´tailler l’approximation ane´lastique et l’approximation de Boussinesq qui permettent de
qualifier ces effets de compressibilite´ du fluide.
Pour de´crire la convection et les ondes de torsion, on conside`re le noyau dans un e´tat de
re´fe´rence hydrostatique et isotrope. Les coordonne´es sphe´riques sont utilise´es. La pression
p est de´compose´e en une partie hydrostatique pref(r) et en une perturbation de l’e´tat de
re´fe´rence p1(r, θ, φ, t). La meˆme de´composition est applicable a` la densite´ ρ
p(r, θ, φ, t) = pref(r) + p1(r, θ, φ, t)
ρ(r, θ, φ, t) = ρref(r) + ρ1(r, θ, φ, t)
On suppose aussi que toutes perturbations de l’e´tat de re´fe´rence se font de manie`re isentro-
pique.
3.4.1 La conservation de la masse
La conservation de la masse se traduit par les relations e´quivalentes
∂ρ
∂t
+ div(ρ~u) = 0 ⇔ dρ
dt
+ ρ div ~u = 0 (3.38)
ou` la de´rive´e particulaire est de´finie par
dρ
dt
=
∂ρ
∂t
+ (~u · grad)ρ
On peut line´ariser ces relations autour de l’e´tat de re´fe´rence ; au premier ordre en ρ1 et ~u, la
premie`re des relations (3.38) devient
∂ρ1
∂t
+ div(ρref~u) = 0 (3.39)
Si on ne prend pas en compte la chimie du noyau, la pression p est a priori fonction seulement
de deux variables d’e´tat (par exemple la densite´ ρ et l’entropie s du fluide) dont la diffe´rentielle
s’e´crit
dp =
(
∂p
∂ρ
)
s
dρ+
(
∂p
∂s
)
ρ
ds (3.40)
Si on suppose l’e´coulement isentropique, la pression et la densite´ sont relie´es par
dp = c2sondρ (3.41)
avec cson la vitesse du son dans le fluide, de´finit par
c2son ≡
(
∂p
∂ρ
)
s
86 Les e´quations du manteau et du noyau
La relation (3.39) devient
1
c2son
∂p1
∂t︸ ︷︷ ︸
U
L
ρ∗U2
c2son
+ div(ρref~u)︸ ︷︷ ︸
ρ∗U
L
= 0 (3.42)
Pour comparer les deux termes de cette e´quation, on a note´ U la vitesse caracte´ristique du
fluide, L la longueur caracte´ristique et ρ∗ une densite´ caracte´ristique. La pression dynamique
p1 est e´value´e par ρ
∗U2. Le rapport des deux termes est alors
M2 =
U2
c2son
M est appelle´ le nombre de Mach. La vitesse du son dans le noyau est de l’ordre de 9 km.s−1
[Dziewonski et Anderson, 1981]. La vitesse U est e´value´e a` partir des valeurs de l’amplitude
de la de´rive vers l’ouest : elle est moyenne´e sur des intervalles de temps d’au moins quelques
anne´es. La premie`re estimation est de 0.18 degre´/an [Bullard et al., 1950]. La vitesse U est
alors de l’ordre de 18 km/an. On peut trouver une estimation de ce parame`tre pour les deux
milles dernie`res anne´es (de 0.30 a` 0.60 degre´/an) dans [McFadden et al., 1985]. On obtient
M2 ' 10−14
On ne´glige donc les variations de densite´ engendre´es par les variations de pression (ondes
sonores) : c’est l’approximation ane´lastique dans laquelle on a donc
div[ ρref ~u ] ' 0 (3.43)
L’e´quilibre hydrostatique de re´fe´rence, qui s’e´crit
dpref
dr
= −ρref(r)g(r) (3.44)
peut eˆtre inte´gre´ en utilisant la relation (3.41) pour obtenir le profil radial moyen de densite´
du noyau
ρref(r) = ρ0 exp
(
−
∫ r
0
g(r′)
c2son(r
′)
dr′
)
ou` ρ0 est une constante. Dans un mode`le simple, on peut conside´rer le champ de gravite´
uniforme, ainsi que la vitesse du son ; le profil de densite´, qui devient
ρref(r) = ρ0 e
−r/H
varie significativement sur la distance caracte´ristique
H =
c2son
g
Si on conside`re une couche de fluide de hauteur h petite devant H, alors ρref(r) ' ρ0 et la
relation (3.43) devient
div ~u ' 0 (3.45)
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A partir du mode`le PREM [Dziewonski et Anderson, 1981], on peut grossie`rement e´valuer
H ' 8000 km
Dans un meilleur mode`le physique [Labrosse, 2003], la distance caracte´ristique sur laquelle le
profil de densite´ hydrostatique varie est H = 7400 km ; comme quoi les variations du champ
de pesanteur avec la profondeur ne sont pas tre`s importantes. Dans le cas du noyau, puisque
le rayon du noyau n’est pas grand devant cette hauteur H, on ne peut vraisemblablement pas
ne´gliger les variations de densite´ dans l’e´quation de conservation de la masse.
On appelle approximation de Boussinesq l’ensemble des conditions suivantes [Boussinesq,
1903; Spiegel et Veronis, 1960]
1. e´tat de re´fe´rence en e´quilibre hydrostatique et isentropique
2. approximation ane´lastique
3. une hauteur de fluide petite devant la distance caracte´ristique de variation de la densite´
hydrostatique (h H)
4. les variations de densite´ ne sont importantes que dans le terme de flottaison (Archime`de)
de l’e´quation de Navier-Stokes
Les ondes de torsion seront e´tudie´es dans le cadre de l’approximation de Boussinesq pour
simplifier les calculs.
Avant de de´terminer l’e´quation de Navier-Stokes pour le noyau, on peut de´tailler une condition
ne´cessaire pour que le noyau soit dans un e´tat convectif.
3.4.2 Gradient adiabatique
Toujours en ne´gligeant la chimie, on peut exprimer l’entropie S du noyau en fonction de deux
variables d’e´tat, la pression P et la tempe´rature T
dS =
Cp
T
dT − α
ρ
dP
ou` α est le coefficient de dilatation thermique et Cp la capacite´ calorifique a` pression constante.
Si on suppose que la convection brasse bien le fluide dans le noyau, souvent en invoquant
un noyau tre`s turbulent, le noyau est alors proche d’un e´tat isentropique. Lequel, couple´ a`
l’e´quilibre hydrostatique (3.44), de´finit le gradient de tempe´rature adiabatique dans le noyau
dT
dr
∣∣∣∣
adia
= −g(r)α
Cp
Tadia
auquel est associe´ un flux de chaleur (loi de Fourier, 1807)
qadia = −k dT
dr
∣∣∣∣
adia
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Le noyau e´vacue donc de la chaleur par conduction le long du gradient adiabatique de tempe´-
rature. Une condition ne´cessaire pour que le noyau soit dans un e´tat convectif est que le flux
de chaleur effectif q soit supe´rieur au flux de chaleur adiabatique
q > qadia
au moins dans une partie du noyau. C’est le crite`re de l’instabilite´ convective.
Cet effet de compression - dilatation thermique est comple`tement ignore´ par l’approximation
de Boussinesq. Seule la partie sur-adiabatique de la chaleur participe a` la pousse´e d’Archime`de
(3.48).
Une autre fac¸on de faire aurait e´te´ d’introduire la tempe´rature potentielle Θ de´finie comme
l’e´cart de tempe´rature au profil adiabatique
Θ = T − Tadia
et de l’utiliser pour e´crire les e´quations de la convection. L’avantage d’une telle e´criture est
que le fluide peut alors eˆtre de´crit par une e´quation de type incompressible.
3.4.3 Equation de Navier-Stokes
L’acce´le´ration d’une particule de fluide dans le re´fe´rentiel galile´en G s’exprime en fonction de
l’acce´le´ration de cette particule de fluide dans le re´fe´rentiel en rotation R de la fac¸on suivante(
d~u
dt
)
G
=
(
d~u
dt
)
R
+ 2~Ω ∧ (~u)
R
+
d~Ω
dt
∧ ~r + ~Ω ∧ (~Ω ∧ ~r)
le dernier terme de´rivant d’un potentiel
~Ω ∧ (~Ω ∧ ~r) = 1
2
grad(~Ω ∧ ~r)2 (3.46)
L’e´quation de Navier-Stokes de´crit comment les forces en pre´sence modifient l’acce´le´ration
d’une particule de fluide dans le re´fe´rentiel galile´en G :
ρ
(
d~u
dt
)
G
= somme des forces
Les forcesde pression sont
~Fpression = −grad p
a` laquelle s’ajoute les forces volumiques de Lorentz, d’Archime`de et de diffusion. La force de
Lorentz s’exprime en fonction des courants ~j et du champ magne´tique ~B
~FLorentz = ~j ∧ ~B
La force de diffusion est alors, en supposant le fluide newtonien,
~Fdiffusion = ν∆~u
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La viscosite´ dynamique ν s’exprime en fonction de la viscosite´ cine´matique ν∗ et de la densite´
ρ (η = ν/ρ). On trouve dans [de Wijs et al., 1998; Voc¨adlo et al., 2003] une estimation de
l’ordre de ν∗ = 1.5 10
−2 Pa.s et une densite´ de l’ordre de ρ = 104 kg.m−3 [Dziewonski et
Anderson, 1981] soit ν ' 10−6 m2.s−1.
Si U et L sont respectivement une vitesse et une longueur caracte´ristiques du fluide, le rapport
entre la force visqueuse et le terme d’inertie est
ν
UL
' 3. 10−9
en prenant la valeur de U utilise´e pre´ce´demment (10−4 m.s−1) et une distance caracte´ristique
e´gale au rayon du noyau, soit 3500 km. Il n’est pas e´vident de choisir la bonne longueur : il y a
en effet les longueurs mesure´es, telle la taille du noyau, et puis il y a les longueurs de´termine´es
par l’e´quilibre des forces en pre´sence, au moins dans les syste`mes en rotation rapide. J’ai opte´
pour le rayon du noyau, bien que rigoureusement, j’aurais duˆ prendre la longueur qui a un
sens physique, mais qui n’est pas e´vidente. Un exemple d’une telle longueur peut eˆtre trouve´
dans [Starchenko et Jones, 2002, leur longueur r∗].
Compare´e a` l’inertie, la diffusion est donc ne´glige´e en volume aux grandes e´chelles. D’habitude,
on compare la force visqueuse a` la force de Coriolis (via le nombre d’Ekman). Cependant,
comme on le verra plus tard, la force de Coriolis n’intervient pas pour les ondes de torsion,
bien qu’elle assure la contrainte de Proudman-Taylor (voir section 3.6.1).
Comme le fluide est conducteur, il faut prendre en compte la force de Coulomb
~FCoulomb = ρe ~E
ou` ρe de´signe la densite´ e´lectrique de charges et ~E le champ e´lectrique. Le rapport entre la
force de Coulomb et la force de Lorentz est
µ0ε0U
2  1
puisque (µ0ε0)
−1/2 est la vitesse de la lumie`re dans le vide. L’inte´raction de Coulomb sera
donc ne´glige´e elle aussi.
Il ne reste plus qu’a` exprimer la force de flottaison. Au lieu d’exprimer la densite´ en fonction
de la pression et de l’entropie, comme cela a e´te´ fait dans l’e´quation (3.40), on peut exprimer
la densite´ en fonction de la pression et de la tempe´rature T
dρ
ρ
= χ
T
dp− αdT (3.47)
ou` l’on ne conside`re que les variations de tempe´rature, puisqu’on ne tient pas compte des
ondes sonores. Le coefficient de dilatation isobare α est de´fini par
α ≡ 1
V
(
∂V
∂T
)
P
Dans le noyau, ce parame`tre est de l’ordre de 10−5 K−1 [Lister et Buffett, 1995; Labrosse,
2003]. La force de flottaison est de´termine´e comme l’e´cart de la force d’Archime`de a` l’e´tat
hydrostatique de re´fe´rence
~Fflottaison = (ρ− ρ0)~g = −αρ0∆T~g
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ou` intervient le champ de gravite´ ~g. De meˆme, la pression p ne contient plus la pression
hydrostatique pref de l’e´tat de re´fe´rence. On obtient finalement l’e´quation de Navier-Stokes
valable pour le noyau de la Terre
ρ0
[
∂~u
∂t
+ (~u · grad)~u+ 2~Ω ∧ ~u+ d
~Ω
dt
∧ ~r
]
= −grad p+~j ∧ ~B − αρ0∆T~g (3.48)
ou` le terme (3.46) a e´te´ absorbe´ dans la pression p.
3.5 Les e´quations ge´ne´rales
Les e´quations ge´ne´rales applicables au noyau et utilise´es pour de´crire les ondes de torsion
l’e´quation de Navier-Stokes (3.48), l’e´quation de Maxwell-Ampe`re (3.6), l’e´quation de l’induc-
tion (3.9), la conservation de la masse (3.45) et la relation constitutive du champ magne´tique
(3.1).
Ces e´quations de base ne forment pas un syste`me complet car il manque une e´quation ther-
modynamique associe´e a` l’e´volution de la tempe´rature. Cependant, meˆme si la convection est
importante pour e´tablir ces e´quations de base, elle ne rentre pas en jeu dans l’e´tude des ondes
de torsion dans le noyau de la Terre. On verra donc plus loin pourquoi le terme de pression
n’intervient pas pour les ondes de torsion dans une cavite´ sphe´rique, pas plus que la force de
d’Archime`de s’il n’y a pas de topographie a` l’interface noyau-manteau. Dans le cas contraire,
il faut tenir compte de la force d’Archime`de pour l’e´tude des ondes de torsion.
On peut faire une dernie`re remarque sur ces e´quations : en combinant (3.48) et (3.6) et en
re´-e´crivant (3.9), on peut faire apparaˆıtre des termes qui ont une signification physique plus
imme´diate :
ρ0
[
d~u
dt
+ 2~Ω ∧ ~u+ d
~Ω
dt
∧ ~r
]
= −grad

p+ ~B
2
2µ0︸︷︷︸
(a)

+ ( ~B · grad) ~B︸ ︷︷ ︸
(b)
−αρ0∆T~g (3.49)
∂ ~B
∂t
+ (~u · grad) ~B︸ ︷︷ ︸
(c)
= ( ~B · grad)~u︸ ︷︷ ︸
(d)
(3.50)
Le terme (a) repre´sente la densite´ d’e´nergie magne´tique, le terme (b) le cisaillement du champ
magne´tique par lui-meˆme, le terme (c) traduit l’advection du champ magne´tique par le champ
de vitesse et enfin le terme (d) de´crit le cisaillement du champ de vitesse par le champ
magne´tique qui va induire un champ magne´tique.
Dans ce qui suit, l’importance relative des forces pre´sentes dans le noyau obtenues dans
l’e´quation de Navier-Stokes (3.48) est discute´e, et en particulier la force de Coriolis puis la
force de Lorentz.
Le noyau est dans l’e´tat de re´fe´rence hydrostatique stationnaire (3.44). Il n’y a aucun mouve-
ment pour l’instant. Les diffe´rents ingre´dients vont eˆtre progressivement introduits (Coriolis,
Lorentz, ...) puis les diffe´rents mouvements obtenus discute´s.
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3.6 Le roˆle de la force de Coriolis sur la dynamique du noyau
Que se passe-t-il si on rajoute la force de Coriolis a` l’e´tat de re´fe´rence hydrostatique ? Comme
l’e´tat de re´fe´rence hydrostatique n’induit aucun mouvement, on ne conside`re plus que les
e´carts a` cet e´tat de re´fe´rence.
Le syste`me est alors soumis a` un e´quilibre ge´ostrophique
2ρ ~Ω ∧ ~u = −grad p (3.51)
ou` p est la pression dynamique. Comme l’inertie n’intervient pas dans cet e´quilibre, ce sont
des mouvements lents bien particuliers qui vont eˆtre ge´ne´re´s.
3.6.1 The´ore`me de Proudman - Taylor
En prenant le rotationnel de la relation (3.51), et en notant ~ez la direction de rotation (~Ω =
Ω~ez), on obtient le re´sultat remarquable suivant
∂~u
∂z
= 0
Dans le cadre de l’approximation ane´lastique, on aurait plutoˆt
∂(ρ~u)
∂z
= 0 (3.52)
E´nonce´ du the´ore`me de Proudman-Taylor : Dans un syste`me en e´quilibre ge´ostrophique,
la rotation impose aux mouvements d’eˆtre invariants par rapport a` l’axe de rotation.
Bullard et Gellman [1954] ont montre´ que, dans une sphe`re, le seul mouvement possible est
celui de cylindres rigides autour de l’axe de rotation.
On peut trouver un champ de vitesse solution de l’e´quilibre ge´ostrophique (3.51) [Rieutord,
1997, p. 209-210]
~u =
1
2Ωρ
(
dp
dh
)
~ninf ∧ ~nsup (3.53)
ou` h est la hauteur de fluide au point conside´re´. Les normales exte´rieures ~ninf et ~nsup sont
explicite´es sur la figure (3.3).
Comme ~u · gradh = 0, le champ de vitesse est tangent aux lignes de hauteur constante.
Lorsque ces lignes forment des courbes ferme´es, la solution ge´ostrophique existe et ces lignes
de´finissent des contours ge´ostrophiques. Dans le cas ou` le fluide est contenu dans une sphe`re,
ces contours ge´ostrophiques forment des cylindres ge´ostrophiques dont un exemple est donne´
sur la figure (3.3). Le long de ces cylindres ge´ostrophiques, le champ de vitesse est donc
constant. Dans le cas ou` les lignes de hauteur constante ne se referment pas, il n’y a pas de
solution ge´ostrophique. Si cela est duˆ a` la pre´sence d’une topographie a` la frontie`re noyau-
manteau, il existe alors des ondes inertielles connues sous le nom d’ondes de Rossby.
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PSfrag replacements
~Ω
zT
−zT
s
~nsup
~ninf
Fig. 3.3: Sche´ma d’un cylindre ge´ostrophique de rayon s
et de hauteur h = 2zT .
On peut aussi remarquer que le long d’un contour ge´ostrophique C, on a∮
C
~u · d~l = 1
2Ωρ
(
dp
dh
)∮
C
‖ ~ninf ∧ ~nsup ‖ dl 6= 0 (3.54)
en dehors de l’e´quateur ou` la ge´ostrophie tombe. Cet e´coulement peut donc transporter du
moment cine´tique. Dans le cas du noyau terrestre, un e´coulement de ce type va pouvoir
e´changer du moment cine´tique avec le manteau et la graine.
Ce dernier point est d’autant plus inte´ressant que la pe´riode des ondes de torsion (fortement
lie´es a` ce type d’e´coulement, comme on le verra plus tard) est de l’ordre de quelques dizaines
d’anne´es. Or, sur des e´chelles de temps de´cennales, il y a e´change de moment cine´tique entre
le noyau et le manteau [Jault, 2003]. Cet e´change de moment cine´tique fait varier le temps
que la Terre met pour faire un tour sur elle-meˆme de quelques millisecondes (cf Fig. 3.4).
3.6.2 Temps de propagation de la contrainte de Taylor dans le noyau
La solution ge´ostrophique de´crite ci-dessus a ne´anmoins besoin de temps pour s’installer dans
tout le noyau (propageant la contrainte de Taylor) et devenir stationnaire. Une expe´rience
simple permettant de suivre la formation d’une colonne de Taylor (cylindre ge´ostrophique)
dans un gros be´cher a e´te´ mise en place au sein de l’e´quipe Ge´odynamo du LGIT par T. Albous-
sie`re et P. Cardin [voir poster pre´sente´ au SEDI 2004 que l’on peut retrouver sur le site web de
l’e´quipe Ge´odynamo : www-lgit.obs.ujf-grenoble.fr/recherche/geodynamo/geodynamo.htm].
De`s que l’on augmente la vitesse de rotation du be´cher contenant le fluide (ici de l’eau), on
excite des ondes inertielles. Ce sont les ondes qui ont un vecteur d’onde perpendiculaire a`
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Fig. 3.4: Variations de la longueur du jour (en
ms) de 1962 a` 2004 [Holme et de Viron, 2004].
l’axe de rotation qui propagent la contrainte de Taylor le long de l’axe de rotation. En effet,
les ondes inertielles ont la particularite´ d’avoir une vitesse de groupe ~vg perpendiculaire a` leur
direction de propagation [Greenspan, 1968]
~vg =
2
k3
~k ∧ (~Ω ∧ ~k)
Si on note d la taille caracte´ristique des structures pre´sentes dans le noyau, la vitesse de
groupe est de l’ordre de
vg ∼ dΩ
Pour les grandes structures du noyau de la taille des cylindres ge´ostrophiques (d est de l’ordre
du rayon c du noyau), l’e´coulement devient bidimensionnel apre`s quelques tours seulement
de la Terre sur elle-meˆme et on peut alors parler de cylindre ge´ostrophique. Par contre,
la contrainte de Taylor se propage beaucoup plus lentement le long des petites structures
(d  c) ; suivant la dynamique de ces petites structures, il se peut que l’e´coulement ne
devienne jamais bidimensionnel a` ces petites e´chelles.
3.7 La contrainte de Taylor
On conside`re maintenant l’e´quilibre magne´to-ge´ostrophique
2ρ ~Ω ∧ ~u = −grad p+~j ∧ ~B (3.55)
Comme dit pre´ce´demment, si le the´ore`me de Proudman-Taylor est valable, le seul mouvement
autorise´ est celui de cylindres rigides autour de l’axe de rotation [Bullard et Gellman, 1954].
Ces cylindres sont souvent qualifie´s de ge´ostrophiques (cg).
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On se place en sphe`re ou une couronne sphe´rique. Si on projette l’e´quilibre (3.55) sur un tel
mouvement (~ug = ug(s)~eφ et qu’on inte`gre sur la surface d’un cg, on obtient∫
cg
~ug ·
{
2ρ ~Ω ∧ ~u︸ ︷︷ ︸
(a)
= −~∇p︸ ︷︷ ︸
(b)
+~j ∧ ~B
}
dS (3.56)
• Calcul du terme (a)
On pre´cise les vecteurs ~u = (us, uφ, uz) en coordonne´es cylindriques (s,φ,z) et ~ug = ug(s)~eφ.
On a ∫
cg
~ug · (~Ω ∧ ~u)dS =
∫
ug~eφ · (Ω~ez ∧ us~es)dS = ugΩ
∫
usdS
par conservation de la masse. En effet, lorsqu’on inte`gre sur le volume V de´fini par un cg
prolonge´ par les deux calottes sphe´riques supe´rieure et infe´rieure (ou` la condition de non-
pe´ne´tration est ~u · ~n = 0),∫
V
div(~u) dV =
∫
~u · dS~n =
∫
calottes
~u · ~n︸︷︷︸
0
dS +
∫
cg
usdS =
∫
usdS = 0
• Calcul du terme (b)
∫
cg
~ug · ~∇p dS = sug(s)
∫
z
1
r
∮
φ
∂p
∂φ
dφ︸ ︷︷ ︸
0
dz = 0
Ainsi, l’e´quation (3.56) se re´duit a`∫
cg
~ug · (~j ∧ ~B) dS = 0
qui porte le nom de contrainte de Taylor. Si on avait tenu compte de la force de flottaison, la
contrainte de Taylor aurait pris la forme∫
cg
~ug ·
{
~j ∧ ~B − αρθ~g
}
dS = 0
Comme la force de flottaison est radiale, a` cause du mode`le simplifie´ de Terre choisi, elle ne
contribue pas dans la contrainte de Taylor qui devient∫
cg
(~j ∧ ~B)φ dS = 0 (3.57)
Dans une sphe`re ou une couronne sphe´rique, si le champ magne´tique ve´rifie la contrainte de
Taylor, le champ de vitesse est de´termine´ par la valeur instantane´e du champ magne´tique
(et par la valeur de la force de flottaison, si elle est pre´sente et importante). Le champ de
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vitesse ge´ostrophique est alors tel que le champ magne´tique continue de ve´rifier la contrainte
de Taylor [Taylor, 1963].
Dans le cas ou` la contrainte de Taylor n’est pas parfaitement ve´rifie´e, le terme d’inertie balance
la force de Lorentz popur donner
ρ
∫
cg
(
∂~ug
∂t
+
d~Ω
dt
∧ ~r
)
=
∫
cg
(~j ∧ ~B)φ dS (3.58)
3.8 Les ondes MAC
Dans le cas ou` le champ magne´tique dans le noyau ne ve´rifie pas exactement la contrainte
de Taylor, il n’y a pas de solution ~u pour l’e´quilibre (3.55). Il faut alors rajouter encore un
ingre´dient. Il y a deux choix possibles : la force d’inertie ou la force visqueuse.
Le nombre d’Ekman donne le rapport entre la force visqueuse et la force de Coriolis
E =
ν∗
ρL2Ω
∼ 4.10−15
avec ν∗ = 0.015 Pa.s (viscosite´ cine´matique du fer liquide), ρ = 1.06 10
4 kg.m−3, L = 2000
km [de Wijs et al., 1998; Voc¨adlo et al., 2003] tandis que le rapport entre la force d’inertie et
la force de Coriolis est donne´ par
Ro =
U
LΩ
∼ 4.10−6
avec U = 6.10−4 m.s−1 [Jault et al., 1988], Ω = 2pi/86400 rad.s−1 et toujours L = 2000 km.
On rajoute donc la force d’inertie dans le syste`me pour obtenir l’e´quilibre
ρ
∂~u
∂t
+ 2ρ ~Ω ∧ ~u = −grad p+~j ∧ ~B (3.59)
Deux types d’ondes peuvent se de´velopper dans un tel syste`me ([Jacobs, 1987, p. 120-122]
ou [Galdi et Straughan, 1988, p. 233-236]) : des ondes de type inertiel de courtes pe´riodes
(pe´riode de l’ordre de la journe´e) et des ondes lentes, dites MC (pour Magne´to Coriolis).
Ces ondes de tre`s grande pe´riode sont suppose´es eˆtre la principale contribution a` la variation
se´culaire aux grandes e´chelles de temps. En pre´sence de la pousse´e d’Archime`de, les ondes
MC deviennent les ondes MAC (Magne´to Archimedian Coriolis).
On peut associer deux constantes a` l’e´quilibre pre´ce´dent : la constante de temps inertielle
Ti = Ω
−1 et la constante de temps Ta = c
√
ρµ0 /B qui n’est rien d’autre que la constante
de temps des ondes d’Alfve`n. On peut alors montrer que la pe´riode des ondes lentes MC est,
dans le cas ge´ophysique,
TMC =
Ti
T 2a
(3.60)
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dont la valeur typique est de quelques milliers d’anne´es. Or, sur ces e´chelles de temps, on ne
peut pas ne´gliger la diffusion du champ magne´tique : la pe´riode des ondes MC est d’ailleurs
proportionnelle au temps de diffusion magne´tique Td
TMC = Td Λ
−1 (3.61)
ou` Λ est le nombre d’Elsasser, de´fini comme le rapport entre la force de Lorentz et la force
de Coriolis (en ordre de grandeur, j ∼ σcuB)
Λ =
σcB
2
Ωρ
(3.62)
Les constantes de temps ne sont donc pas inde´pendantes les unes des autres
Λ T 2a = Ti Td (3.63)
Pour ces ondes MC, la force de Coriolis domine la force d’inertie et il y a e´quilibre entre la
force de Coriolis et la force de Lorentz : on a donc Λ ∼ 1.
3.9 Vers les ondes de torsion . . .
Bien que pour les lentes ondes MAC, la force de Coriolis domine tre`s fortement la force
d’inertie, il y a une classe de mouvements qui n’est pas affecte´e par la force de Coriolis. En
effet, la force de Coriolis n’influence que les mouvements qui ne consistent pas en une rotation
diffe´rentielle de cylindres rigides aligne´s avec l’axe de rotation [Bullard et Gellman, 1954].
Dans le cas du noyau terrestre, ces ondes sont appelle´es ondes de torsion.
Si le processus dynamo est en action dans le noyau, la pe´riode des ondes de torsion est
Ta =
√
Ti Td ∼ 30 ans (3.64)
Les ondes de torsion sont associe´es a` deux champs magne´tiques qui e´voluent sur deux e´chelles
de temps bien diffe´rentes. Le champ magne´tique dynamo qui e´volue sur un temps caracte´ris-
tique de plusieurs milliers d’anne´es – tel que Λ ∼ 1 – peut eˆtre conside´re´ comme constant sur
une dure´e de quelques pe´riodes des ondes d’Alfve`n Ta. L’onde de torsion est une perturbation
associe´e a` un champ magne´tique dont la magnitude est petite devant celle du champ dynamo.
Son e´volution est de´termine´e par l’e´quilibre entre la force d’inertie et la force de Lorentz,
alors que le champ dynamo est associe´ a` l’e´quilibre entre la force de Coriolis et la force de
Lorentz, la diffusion du champ magne´tique dynamo e´tant importante. Le champ magne´tique
perturbatif de l’onde de torsion n’a pas le temps d’eˆtre diffuse´ sur quelques pe´riodes de l’onde
de torsion. On pourra aussi remarquer que la pe´riode des ondes d’Alfve`n de´pend aussi du
champ dynamo (a` travers le nombre d’Elsasser).
Chapitre 4
Les ondes de torsion
Ce chapitre commence par aborder les ondes d’Alfve`n puis leur lien avec les ondes de torsion.
Les proprie´te´s des ondes d’Alfve`n sont rapidement passe´es en revue sur un cas simple. Les
moyens d’exciter les ondes d’Alfve`n sont discute´s et le me´canisme physique de ces ondes
aborde´. Une fois e´tabli le lien entre les ondes d’Alfve`n et les ondes de torsion, l’e´quation
d’onde des ondes de torsion est e´tablie.
4.1 Proprie´te´s ge´ne´rales des ondes d’Alfve`n sur un cas simple
Dans cette partie, l’approximation de Boussinesq ne sera pas utilise´e parce qu’il n’est pas
besoin de convection pour traiter des ondes d’Alfve`n.
On pourra retrouver une grande partie de ce cas simple dans [Roberts, 1967]. On conside`re
un fluide parfait incompressible restreint au demi-espace z > 0 (cf Fig. 4.1). On ignore tous
les phe´nome`nes dissipatifs et le fluide n’est pas en rotation.
Comme l’e´coulement est incompressible, le champ de vitesse est a` divergence nulle
div ~u = 0
La force de Lorentz, qui agit sur le fluide, de´pend des courants ~j et du champ magne´tique ~B
~j ∧ ~B = 1
µ0
[
−1
2
gradB2 + ( ~B · grad) ~B
]
ou` µ0 est la perme´abilite´ magne´tique du vide. Le terme potentiel de la force de Lorentz est
absorbe´ dans la pression p. L’e´quation de Navier-Stokes est
∂~u
∂t
+ (~u · grad)~u = −grad p
ρ
+
1
µ0ρ
( ~B · grad) ~B (4.1)
avec ρ la densite´ constante. De meˆme que pour le champ de vitesse dans ce cas, la divergence
du champ magne´tique est nulle
div ~B = 0
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Finalement, l’e´quation de l’induction est
∂ ~B
∂t
+ (~u · grad) ~B = ( ~B · grad)~u (4.2)
Au repos, le fluide baigne dans un champ magne´tique uniformeB0~ez. On note~b la perturbation
magne´tique : le champ magne´tique s’e´crit (cf Fig. 4.1)
~B = B0~ez + bx~ex avec ~b = (b0 e
−iωt, 0, 0)
De meˆme, la pression est p = p0+pi ou` p0 est constante et pi est la pression dynamique associe´e
a` la perturbation. En prenant la divergence de (4.1), on trouve que δp = 0. Mais une solution
de l’e´quation de Laplace constante en dehors d’un volume ferme´ l’est aussi a` l’inte´rieur de ce
volume.
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Fig. 4.1: Etude des ondes d’Alfve`n sur un cas simple [Roberts, 1967].
En line´arisant les e´quations (4.1) et (4.2), on obtient
∂~u
∂t
=
B0
µ0ρ
∂~b
∂z
(4.3)
∂~b
∂t
= B0
∂~u
∂z
(4.4)
On peut remarquer que les e´quations line´arise´es sont identiques si
~u = ±
~b√
µ0ρ
(4.5)
On peut de´finir les variables d’Elsasser (~u+~b, ~u−~b). Bien que je ne les utilise pas, je mentionne
leur possible utilisation : ~u et ~b sont deux variables interchangeables. Ce qui n’est plus le cas
pour les ondes de torsion. En combinant les deux e´quations pre´ce´dentes, on obtient l’e´quation
d’onde des ondes d’Alfve`n dans ce cas particulier
∂2~u
∂t2
= V 2a
∂2~u
∂z2
(4.6)
ou` la vitesse des ondes d’Alfve`n est de´finie par
Va =
B0√
ρµ0
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Si on prend B0 = 5 gauss (soit 5.10
−4 T), on obtient une vitesse d’Alfve`n de l’ordre de 5.10−5
m.s−1. Soit la nouvelle variable ζ = z ± Vat. On peut montrer que ~u et ~b ne de´pendent que
de la variable ζ. On peut les exprimer en fonction d’une meˆme fonction vectorielle ~f(z± Vat)
(a` cause de la relation (4.5)) qui doit ve´rifier l’e´quation d’onde (4.6)
~u = ±Va ~f(z ± Vat) (4.7)
~b = B0 ~f(z ± Vat) (4.8)
Comme ~u et ~b sont a` divergence nulle, on a
∂uz
∂z
= 0 =
∂bz
∂z
On recherche une solution ondulatoire (cohe´rente avec l’e´tat de base stationnaire) ; on a donc
uz = bz = 0. Les ondes d’Alfve`n sont donc des ondes transverses. Elles se propagent le long
des lignes de champ de ~B0 avec une polarisation transverse, et une vitesse de phase Va.
Du point de vue e´nerge´tique, la densite´ totale d’e´nergie magne´tique dans le fluide est
( ~B0 +~b)
2
2µ0
=
B20
2µ0
+
b2
2µ0
tandis que la densite´ d’e´nergie magne´tique de l’onde est
b2
2µ0
=
B20f
2
2µ0
=
1
2
ρV 2a f
2 =
1
2
ρu2
Il y a donc e´quipartition entre l’e´nergie magne´tique et l’e´nergie cine´tique. La densite´ totale
d’e´nergie de l’onde est
Eonde = b
2
2µ0
+
1
2
ρu2 = ρu2 =
b2
µ0
Finalement, on peut calculer le vecteur de Poynting
~Π =
1
µ0
~E ∧ ~B
ou` ~E = ±Va ~B0 ∧ ~f(z ± Vat). On trouve que
~Π = −ρV 2a ~u+ VaEonde~ez
Le premier terme ne traduit pas une propagation de l’e´nergie. En effet, le flux d’e´nergie associe´
a` ce terme est nul a` travers une surface ferme´e car div ~u = 0. De meˆme, en un point z donne´,
le champ oscille sinuso¨ıdalement : sur un cycle, il n’y a pas non plus de propagation d’e´nergie.
Par contre, le second terme correspond a` une propagation d’e´nergie le long des lignes de
champ du champ B0~ez a` la vitesse de groupe Va (qui n’est pas la vitesse advective).
En conclusion, les ondes d’Alfve`n ont une polarisation transverse a` leur direction de pro-
pagation. Leurs vitesse de phase et vitesse de groupe sont identiques et de´finissent la vitesse
des ondes d’Alfve`n
Va =
B0√
ρµ0
(4.9)
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Les ondes, ainsi que leur e´nergie, se de´placent le long des lignes de champ du champ magne´-
tique ambient, et ce, d’autant plus vite que ce champ ambient est fort. La vitesse des ondes
d’Alfve`n peut eˆtre grande devant la vitesse advective et il y a e´quipartition de l’e´nergie entre
l’e´nergie magne´tique et l’e´nergie cine´tique de l’onde.
Les deux composantes (fluide ~u et magne´tique ~b) de l’onde ont la meˆme ge´ome´trie (cf Eq.
(4.7) et (4.8)) : il est indiffe´rent de de´crire l’onde avec ~u ou ~b.
4.2 Ondes d’Alfve`n et ondes de torsion
Sur des e´chelles de temps courtes (infe´rieures a` la centaine d’anne´es), la force de Coriolis
domine tre`s fortement la force de Lorentz. Il n’y a pas d’ondes possibles sauf quand la force de
Coriolis est e´quilibre exact avec les forces de pression. Ainsi les seules ondes d’Alfve`n restantes
sont associe´es a` des mouvements zonaux du fluide, syme´triques par rapport a` l’e´quateur, qui
correspondent a` des mouvements de cylindres ge´ostrophiques [Bullard et Gellman, 1954]. Le
seul mouvement autorise´ de tels cylindres est une rotation diffe´rentielle d’un cylindre par
rapport a` un autre. C’est pour cela que Taylor [1963] a parle´ de torsional motions, appelation
reprise par Braginsky [1970] (torsional oscillations) et rendu en franc¸ais par ondes de torsion.
Fig. 4.2: Repre´sentation sche´matique de la rotation
diffe´rentielle de deux cylindres ge´ostrophiques.
4.3 Le me´canisme physique des ondes d’Alfve`n
Le fluide entraine les lignes de champ. Cela ge´ne`re une force de Lorentz qui va s’opposer a`
ce de´placement des lignes de champ par le fluide (la force de Lorentz est la force de rappel)
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pour ramener ces lignes de champ vers leur position initiale.
En caracte´risant le de´placement des lignes de champ, on peut retrouver une proprie´te´ de ces
ondes : on peut de´composer le mouvement cisaillant, d’une part, en une partie paralle`le aux
lignes de champ (la ligne de champ est e´tire´e tout en e´tant advecte´e) et d’autre part, en
une partie perpendiculaire aux lignes de champ (advection). Localement, la partie paralle`le
ne joue aucun roˆle cisaillant. Tout se passe donc dans le plan perpendiculaire aux lignes de
champ. On retrouve que les ondes d’Alfve`n sont des ondes transverses.
4.4 Prise en compte des effets hydrodynamiques,
ge´ome´trie carte´sienne
Je reprends ici l’e´tude des ondes d’Alfve`n, commence´e au de´but de ce chapitre, qui avait
permis d’e´tablir les principales proprie´te´s des ondes d’Alfve`n. Par contre, je reviens ici sur
les phe´nome`nes dissipatifs qui avaient e´te´ ne´glige´s, et je les re´-introduits. Ce cas relativement
simple, traite´ en partie par Roberts [1967], permet de comprendre ce qui se passe quand une
perturbation magne´tique arrive dans un fluide conducteur baignant dans son propre champ
magne´tique ambient, et dans quelle mesure les ondes d’Alfve`n vont eˆtre dissipe´es.
Les e´quations (4.3) et (4.4) deviennent, en rajoutant les processus dissipatifs
∂ux
∂t
=
B0
µ0ρ
∂bx
∂z
+ ν
∂2ux
∂z2
∂bx
∂t
= B0
∂ux
∂z
+ η
∂2bx
∂z2
avec ν la viscosite´ dynamique du fluide et η sa diffusivite´ magne´tique. Le champ de vitesse
ux et le champ magne´tique bx satisfont alors l’e´quation[(
∂2
∂z2
+
iω
η
)(
∂2
∂z2
+
iω
ν
)
− V
2
a
ην
∂2
∂z2
](
bx
ux
)
= 0 (4.10)
avec Va = B0/
√
µ0ρ la vitesse des ondes d’Alfve`n. On peut chercher des solutions sous la
forme
bx = B0
4∑
j=1
Cje
i(kjz−ωt)
ux = −iη
4∑
j=1
1
kj
(
k2j −
iω
η
)
Cje
i(kjz−ωt)
ou` les Cj sont quatre coefficients constants et tandis que les kj sont les racines de l’e´quation(
k2 − iω
η
)(
k2 − iω
ν
)
− V
2
a
ην
k2 = 0
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Dans le cas d’une faible dissipation (cas du noyau), c’est a` dire
η, ν  V
2
a
ω
les valeurs des nombres d’ondes kj sont
k1 =
ω
Va
(
1 +
iω
2V 2a
(η + ν)
)
= −k3 (4.11)
k2 =
iVa√
ην
= −k4 (4.12)
Les termes exponentiels non physiques qui augmentent avec z ne sont pas pris en compte :
C3 = C4 = 0.
Les solutions des e´quations diffe´rentielles (4.10) de´pendent des conditions aux limites qu’on
adopte. On va regarder deux cas : dans le premier cas, on va conside´rer une excitation me´ca-
nique en z = 0 en faisant osciller la paroi de´limitant le fluide conducteur ; dans le second, une
perturbation magne´tique est cre´e´e au niveau de cette paroi.
4.4.1 Excitation me´canique
Les conditions aux limites en z = 0 correspondant a` un mouvement oscillant du milieu solide
sont, dans le cas ou` ce dernier est isolant
~b = (0, 0, 0)
~u = (u0 e
−iωt, 0, 0)
Dans ce cas, on obtient
C1 = −C2 = −u0
Va
(
1 +
1√
Pm
)−1
ou` Pm est le nombre de Prandlt magne´tique. Dans le cas du noyau, Pm  1 et
Cme´ca1 ∼ −
u0
Va
√
Pm ∼ −Cme´ca2
La vitesse transmise au fluide est plus petite que la vitesse impose´e d’un facteur
√
Pm .
4.4.2 Excitation e´lectromagne´tique
On suppose qu’une source externe (par exemple, un anneau de courant module´ par le cycle
solaire) produit une perturbation monochromatique a` l’interface z = 0 (cf Fig. 4.1) et une
condition de non glissement sur la vitesse
~b = (b0 e
−iωt, 0, 0)
~u = (0, 0, 0)
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Dans ce cas, on obtient
C1 =
b0
B0(1 +
√
Pm)
et C2 =
b0
√
Pm
B0(1 +
√
Pm)
et si Pm  1,
Cmag1 ∼
b0
B0
et Cmag2 ∼
b0
B0
√
Pm
Les perturbations qui se de´veloppent dans le fluide conducteur sont alors
bx =
b0
1 +
√
Pm
(
ei(k1z−ωt) +
√
Pm e
i(k2z−ωt)
)
(4.13)
ux = − b0Va
B0(1 +
√
Pm)
(
ei(k1z−ωt) − ei(k2z−ωt)
)
(4.14)
jy =
b0Va
ηµ0(1 +
√
Pm)
(
iωη
V 2a
ei(k1z−ωt) − ei(k2z−ωt)
)
Le terme exponentiel en ei(k1z−ωt) repre´sente une onde d’Alfve`n progressive dans le sens des
z croissants. Cette onde a une longueur d’onde
λ = Va
2pi
ω
et s’amortie exponentiellement sur la distance da/(2pi
2) ou`
da =
λ2Va
η + ν
La longueur d’onde λ se met a` l’e´chelle comme B0 puisqu’elle est proportionnelle a` la vitesse
des ondes d’Alfve`n Va.
La longueur da correspond a` une longueur hydrodynamique de pe´ne´tration de la perturbation
dans le fluide conducteur. Elle est proportionnelle a` la vitesse des ondes d’Alfve`n Va et donc au
champ magne´tique ambient du fluide B0. Elle est limite´e par les phe´nome`nes diffusifs, qu’ils
concernent le champ magne´tique (η) ou le champ de vitesse (ν). En l’absence de diffusion,
da →∞.
Dans le cas ou` ν  η, on peut relier da a` une longueur de diffusion du champ magne´tique : les
courants associe´s a` l’onde d’Alfve`n de´croissent exponentiellement par diffusion sur un temps
caracte´ristique τ = d2/η. Comme la seule variation spatiale a lieu dans la direction z, la
distance d correspond a` la longueur d’onde λ de l’onde d’Alfve`n. Ainsi, pendant le temps τ ,
l’onde a parcouru la distance λ2Va/η.
En plus de l’onde d’Alfve`n, la perturbation a une composante en eik2z – k2 est un complexe
imaginaire pur – qui de´croit rapidement quand z augmente sur une distance caracte´ristique
dh =
√
ην
Va
La perturbation associe´e a` cette composante n’est significative qu’a` l’inte´rieur d’une couche
dite de Hartmann. Dans le cas du noyau, dh  da. Cette couche disparaˆıt dans la limite η → 0
ou ν → 0.
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4.4.3 Comparaison des excitations
On peut comparer facilement l’efficacite´ des deux excitations. Pour une excitation e´quivalente,
c’est a` dire si
u0
Va
∼ b0
B0
on obtient, dans le cas du noyau, ∣∣∣∣Cme´ca1Cmag1
∣∣∣∣ ∼√Pm  1
Cmag2 ∼ Cme´ca2
Dans les deux cas, la composante de Hartmann est la meˆme. Par contre, l’excitation me´canique
transmet une onde d’Alfve`n
√
Pm plus petite que dans le cas de l’excitation magne´tique. C’est
pour cela que Jameson [1964] a choisi une excitation magne´tique pour mettre en e´vidence les
ondes d’Alfve`n.
4.5 Voir les ondes d’Alfve`n . . .
4.5.1 . . . dans les codes dynamo
Il est actuellement difficile de voir les ondes de torsion dans les codes dynamo a` cause des
gammes de parame`tres que l’on peut atteindre avec les ordinateurs actuels. Cela se voit par
exemple sur le nombre de Prandtl magne´tique qui est de´fini par le rapport entre la viscosite´
dynamique ν du fluide et sa diffusivite´ magne´tique η
Pm =
ν
η
(4.15)
Il a e´te´ vu a` la section 3.4.3 que, pour le noyau, ν = 10−6 m2.s−1. En ce qui concerne la
diffusivite´ magne´tique, la valeur habituellement prise pour le noyau est η = 1m2.s−1. Une
valeur typique du nombre de Prandtl magne´tique est
Pm = 10
−6
dans le noyau. Par contre, pour avoir l’action dynamo dans les codes nume´riques, il faut
prendre un nombre Prandtl magne´tique de l’ordre de l’unite´, ce qui revient a` conside´rer un
noyau a` tre`s grande viscosite´. Une telle viscosite´ peut comple`tement dissiper les ondes de
torsion et empeˆcher de voir tout phe´nome`ne de propagation associe´ a` ces ondes. Prendre une
telle viscosite´, comme l’ont fait Dumberry et Bloxham [2003], donne des ondes dont la pe´riode
est proche du millier d’anne´es (cf Fig. 4.3). Dans cet exemple, pour observer ces ondes, une
autre concession a e´te´ faite : la contrainte de Taylor n’a pu eˆtre atteinte. Dans cet e´tat de
base, le couple du tenseur de Reynolds et le couple visqueux e´quilibrent le couple de la force de
Lorentz. Il faut donc e´crire des codes spe´cifiques pour e´tudier la propagation de telles ondes.
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Fig. 4.3: Partie azimutale de la vitesse (en km.an−1) exte´rieure au
cylindre tangent (0.35 < s < 1) en fonction du temps (en milliers d’anne´es),
constante le long de cylindres ge´ostrophiques, dont la valeur moyenne a e´te´
soustraite [Dumberry et Bloxham, 2003].
4.5.2 . . . dans les expe´riences
L’observation expe´rimentale des ondes de torsion est aussi un de´fi. D’une part, il faut atteindre
l’e´tat de Taylor si on veut des ondes de torsion repre´sentatives de celles du noyau ; d’autre
part, il faut aussi que le temps de diffusion magne´tique soit petit devant la pe´riode des ondes
d’Alfve`n, ce qui n’est pas facilement re´alisable [Cardin et al., 2002].
4.5.3 Excitation expe´rimentale avec un champ magne´tique oscillant
L’excitation dans les expe´riences d’ondes magne´tiques n’est pas une chose triviale non plus.
Jameson [1964] a pre´fe´re´ une excitation magne´tique par des courants alternatifs plutoˆt qu’une
excitation me´canique (cf Eq. (4.13)). Dans cette mise en e´vidence expe´rimentale des ondes
d’Alfve`n, un tore de section rectangulaire a e´te´ rempli de sodium liquide a` la tempe´rature de
120 oC, puis bobine´ (c’est la bobine excitatrice). Le tout est plonge´ dans un e´lectro-aimant qui
cre´e un champ magne´tique paralle`le a` l’axe du tore, uniforme et constant. Une bobine plonge´
dans le coeur du tore permet d’avoir la force e´lectromotrice dans le coeur du sodium. Une
deuxie`me bobine, englobant tout le dispositif expe´rimental, donne acce`s au champ magne´tique
moyenne´ sur toute la section du syste`me. Ces deux bobines permettent d’enregistrer la re´ponse
du fluide en meˆme que les ondes d’Alfve`n sont excite´es par des courants alternatifs. Ceci est
essentiel parce que la pe´riode des ondes d’Alfve`n est du meˆme de grandeur que le temps de
diffusion magne´tique. L’expe´rimentateur cherche alors la fre´quence de re´sonance des courants
en variant la fre´quence de l’excitation (cf Fig. 4.4).
106 Les ondes de torsion
Fig. 4.4: Courbe de re´sonance obtenue par Jameson [1964]
lors de la mise en e´vidence expe´rimentale des ondes d’Alfve`n
avec du sodium liquide. M est l’inductance mutuelle entre la
bobine imposant un champ magne´tique uniforme dans le
sodium liquide et la bobine de mesure.
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4.6 L’e´quation d’onde des ondes de torsion
Dans cette partie est e´tablie l’e´quation d’onde des ondes de torsion valable pour le noyau de la
Terre, a` la suite de [Braginsky, 1970], comme dans l’article de [Jault, 2003]. On y conside`re la
couche de diffusion magne´tique ne´cessaire pour raccorder correctement le champ magne´tique
du noyau a` celui du manteau et une couche conductrice a` la base du manteau (qui a une
grande influence sur la propagation des ondes de torsion car une telle couche a tendance a` les
dissiper).
4.6.1 E´quation de la dynamique
En regardant la contrainte de Taylor, on a obtenu l’e´quation (3.58). C’est l’e´quilibre dyna-
mique valable pour le noyau sur des e´chelles de temps de´cennales quand la contrainte de Taylor
est approximativement vraie. Les ondes de torsion consistent en une rotation diffe´rentielle –
~ug(s, t) = s ωg(s, t)~eφ – de cylindres rigides dits ge´ostrophiques (cg) dont l’acce´le´ration est
donne´e par l’e´quation (3.58).
Les ondes de torsion peuvent transporter du moment cine´tique (voir l’e´quation (3.54)), et
qu’il y a e´change de moment cine´tique entre le noyau et le manteau sur des e´chelles de temps
de´cennales [Jault, 2003]. Le moment cine´tique du manteau est pris en compte via les variations
temporelles Ω(t) de la rotation du manteau.
~Ω
s
• zT
•−zT
Fig. 4.5: Notations utilise´es.
En utilisant les notations de la figure (4.5), l’acce´le´ration d’un cg est finalement
4piρ szT
∂
∂t
(ωg + Ω) =
∫
z
∮
φ
(~j ∧ ~B)φ dφ dz (4.16)
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C’est la relation fondamentale de la dynamique pour un cylindre ge´ostrophique qui couple le
champ de vitesse au champ magne´tique.
4.6.2 Champ magne´tique induit par les ondes de torsion
L’e´quation de l’induction (3.11) est
∂ ~B
∂t
= rot(~ug ∧ ~B) (4.17)
Comme ~ug ∧ ~B = −ugBs~ez + ugBz~es,
rot(~ug ∧ ~B) =


−ωg ∂Bs
∂φ
sωg(
∂Bz
∂z
+
1
s
∂
∂s
(sBs)) + sBs
∂ωg
∂s
−ωg ∂Bz
∂φ
Le champ magne´tique e´tant a` divergence nulle,
0 =
1
s
∂
∂s
(sBs) +
1
s
∂Bφ
∂φ
+
∂Bz
∂z
l’e´quation de l’induction s’e´crit
∂ ~B
∂t
= sBs
∂ ωg
∂s
~eφ − ωg ∂1
~B
∂φ
(4.18)
ou` ∂1/∂φ de´signe la de´rive´e en tenant fixe les vecteurs de la base. C’est la deuxie`me e´quation
couple´e qui relie le champ magne´tique au champ de vitesse.
4.6.3 L’e´quation d’onde
Notations :
Ψ(X) =
1
pi
∮ [
X(+zT ) +X(−zT )
]
dφ (4.19)
{B2s}(s) =
1
4pizT
∫ zT
−zT
∮
B2s dφ dz (4.20)
Les notations sont rappele´es dans l’appendice A.
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La partie intrinse`que
On a maintenant les deux e´quations couple´es (4.16) et (4.18) qui vont conduire a` la partie in-
trinse`que de l’e´quation d’onde, partie a` laquelle il faudra ajouter les contributions des couches
limites.
Soit ~BM = ~B −Bφ~eφ le champ magne´tique me´ridien,
(µ0~j ∧ ~B)φ = 1
s
div(s ~BMBφ) +
1
s
(
Bφ
∂Bφ
∂φ
−Bs ∂Bs
∂φ
−Bz ∂Bz
∂φ
)
︸ ︷︷ ︸∮
∂
∂φ
(Bφ
2−Bs2−Bz2)dφ = 0
d’ou` ∮
(~j ∧ ~B)φ dφ = 1
µ0s
∮
div(s ~BMBφ) dφ (4.21)
On peut inte´grer sur z la contribution longitudinale de la force de Lorentz (4.21) :∫ zT
−zT
∮
(~j ∧ ~B)φ dφ dz = 1
µ0s
∫ zT
−zT
∮ [ 1
s
∂
∂s
(s2BsBφ)︸ ︷︷ ︸
int. par partie
+s
∂
∂z
(BzBφ)
]
dφ dz (4.22)
L’inte´gration par partie donne
∂
∂s
∫ zT
−zT
(s2BsBφ) dz = [s
2BsBφ](+zT )
∂zT
∂s
+ [s2BsBφ](−zT )∂zT
∂s
+
∫ zT
−zT
∂
∂s
(s2BsBφ) dz
On peut alors re´-e´crire (4.22) :∫ zT
−zT
∮
(~j ∧ ~B)φ dφ dz = 1
s2µ0
∂
∂s
(
s2
∫ zT
−zT
∮
BsBφ dφ dz
)
+
1
µ0
∮ [
(BsBφ)(zT )
∂zT
∂s
+ (BsBφ)(−zT )∂zT
∂s
]
dφ
+
1
µ0
∮ [
(BzBφ)(zT )
∂zT
∂s
− (BzBφ)(−zT )∂zT
∂s
]
dφ (4.23)
En utilisant les e´quations (4.24) et (4.25), (4.23) devient∫ zT
−zT
∮
(~j ∧ ~B)φ dφ dz = 1
s2µ0
∂
∂s
(
s2
∫ zT
−zT
∮
BsBφ dφ dz
)
+
1
µ0
∮ [
(BrBφ)(zT )
∂zT
∂s
+ (BrBφ)(−zT )∂zT
∂s
]
dφ
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~ur =
1
c


s
0
z
∂zT
∂s
= − s
zT
Br = ~B · ~ur = s
c
Bs+
z
c
Bz
cBr(+zT ) = sBs+zTBz (4.24)
cBr(−zT ) = sBs−zTBz (4.25)
On note, a` partir de maintenant, ~B le champ magne´tique constant sur une dure´e petite devant
le temps de diffusion magne´tique et ~b le champ induit par les ondes de torsion. Le champ total
dans le noyau (pre´ce´demment note´ ~B) est maintenant ~B +~b.
∂
∂t
∫ zT
−zT
∮
(~j ∧ ~B)φ dφ dz = 1
s2µ0
∂
∂s

s2
∫ zT
−zT
∮
(Bs
∂bφ
∂t
+
∂bs
∂t
Bφ)︸ ︷︷ ︸
terme (a)
dφ dz


+
1
µ0
∮ [
(Br
∂bφ
∂t
+
∂br
∂t
Bφ)(zT )
∂zT
∂s
+ (Br
∂bφ
∂t
+
∂br
∂t
Bφ)(−zT )∂zT
∂s
]
dφ
Le terme (a) est calcule´ a` partir de (4.18)
Bs
∂bφ
∂t
+
∂bs
∂t
Bφ = sBs
2 ∂ ωg
∂s
− ωg
(
Bs
∂Bφ
∂φ
+Bφ
∂Bs
∂φ︸ ︷︷ ︸∮
∂
∂φ
(BsBφ)dφ = 0
)
= sBs
2 ∂ ωg
∂s
On obtient ainsi la contribution intrinse`que a` l’e´quation d’onde ou` interviennent les notations
(4.19) et (4.20)
∂
∂t
∫ zT
−zT
∮
(~j ∧ ~B)φ dφ dz = 4pi
s2µ0
∂
∂s
(
s3zT {B2s}
∂ ωg
∂s
)
+
api
µ0zT
Ψ(Br
∂bφ
∂t
+
∂br
∂t
Bφ) (4.26)
Contribution de la couche limite de diffusion magne´tique
Bien que la diffusivite´ magne´tique soit ne´gligeable en volume, ce n’est plus le cas a` la frontie`re
noyau-manteau dans la couche de diffusion magne´tique. On note ~bλ le champ magne´tique dans
cette couche qui permet de raccorder le champ dans le coeur du noyau au champ a` la base du
manteau. Comme la composante radiale d’un champ magne´tique est continue a` une interface,
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on a bλr = 0 en r = c. Dans une couche limite, les de´rive´es horizontales (par rapport aux
variables θ et φ) sont ne´glige´es devant la de´rive´e radiale. On suppose de plus que les variations
radiales du champ sont petites devant les variations de sa de´rive´e radiale (continuite´ de la
composante radiale du champ magne´tique), d’ou`
rot~bλ =


0
−1
r
∂
∂r
(rbλφ) ∼ −
bλφ
r
− ∂bλφ
∂r
∼ −∂bλφ
∂r
1
r
∂
∂r
(rbλθ)
Ainsi
(rot~bλ ∧ ~B)φ ∼Br
∂bλφ
∂r
avec
∂bλφ
∂z
∣∣∣∣
s
=
∂bλφ
∂r
∂r
∂z
∣∣∣∣
s
La force de Lorentz agissant sur le cylindre ge´ostrophique est alors∫ zT
−zT
∮
(~j ∧ ~B)φ dφ dz = 1
µ0
∫ zT
−zT
∮
Br
cos θ
∂bλφ
∂z
dφ dz
L’approximation de couche limite
Br
cos θ
∂bλφ
∂z
∼ ∂
∂z
(
Br bλφ
cos θ
)
conduit a` la deuxie`me contribution qui est alors
∂
∂t
∫ zT
−zT
∮
(~j ∧ ~B)φ dφ dz = cpi
µ0zT
Ψ(Br
∂bλφ
∂t
) (4.27)
ou` la notation (4.19) est utilise´e.
Influence d’une couche conductrice a` la base du manteau
Il s’agit d’une potentielle couche conductrice a` la base du manteau : dans un travail commun,
Mathews [2002] et Buffet [2002] ont e´tudie´ l’influence du couplage e´lectromagne´tique noyau-
manteau sur la nutation de la Terre. Ils concluent qu’une fine couche conductrice a` la base du
manteau ayant une conductance de 108 Siemens explique les donne´es de nutation. Cependant,
ces re´sultats sont mis a` mal par les re´sultats de Deleplace [2005] : le couple visqueux semble
justement ne´cessaire pour expliquer les donne´es de nutation.
Si on suppose que cette couche a une conductivite´ du meˆme ordre de grandeur que celle du
noyau, son e´paisseur est comprise entre la centaine de me`tres et le kilome`tre.
On note σm sa conductivite´ caracte´ristique et ∆ son e´paisseur caracte´ristique ; ~b∆ est la
contribution au champ magne´tique de cette couche. De meˆme que pour la couche limite de
diffusion magne´tique, on a ici b∆r = 0 en r = c.
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Les mouvements zonaux coupent les lignes du champ me´ridien ~BM . Les courants ~j = σ~u∧ ~BM
sont alors aussi dans le plan me´ridien. Si la couche conductrice est pre´sente, les courants
viennent y boucler, ce qui couple le noyau au manteau. La force de Lorentz re´sultante est
alors perpendiculaire au plan me´ridien, donc suivant ~eφ.
On de´termine la composante b∆φ en e´crivant la continuite´ de la composante paralle`le du
champ e´lectrique de part et d’autre de la frontie`re noyau-manteau. Coˆte´ noyau, on a
~E//,c =
~j//,c
σc
−
(
~u ∧ ~B
)
//
=
~j//,c
σc
− s ωg Br~eθ
et coˆte´ manteau
~E//,m =
~j//,m
σm
Si on suppose la conductance de la couche conductrice σm∆ petite devant la conductance de
la couche diffusive magne´tique σcδλ, et ce, dans le cadre des approximations de couche limite
(cf section 4.6.3), on peut ne´gliger les courants coˆte´ noyau. Comme
~j//,m · ~eθ =
1
µ0
(rot~b∆)θ =
1
µ0
b∆φ
∆
on obtient
−s ωgBr = b∆φ
µ0σm∆
que l’on reporte dans (4.27). Ainsi la contribution de la couche conductrice a` la base du
manteau est
∂
∂t
∫ zT
−zT
∮
(~j ∧ ~B)φ dφ dz = −cpi
zT
sσm∆Ψ(Br
2)
∂ ωg
∂t
(4.28)
Influence de la couche d’Ekman
Il a e´te´ vu a` la section 3.4.3 d’introduction que la dissipation visqueuse peut eˆtre conside´re´e
comme ne´gligeable en volume. Cependant, cela n’est plus vrai pre`s de la frontie`re noyau-
manteau ou` il faut prendre en compte une couche d’Ekman ou` la viscosite´ du fluide influence
la propagation des ondes de torsion dans le noyau. En particulier, une telle couche restreint le
domaine d’application de la contrainte de Proudman-Taylor qui n’est plus valable alors que
dans le coeur du fluide. Le coeur de l’e´coulement est toujours compose´ de cylindres ge´ostro-
phiques, mais ceux-ci sont freine´s a` leurs deux extre´mite´s par la couche limite visqueuse.
Le mouvement ge´ostrophique (note´ ~u0) engendre dans la couche d’Ekman un e´coulement
secondaire (note´ ~u1) par pompage d’Ekman [Greenspan, 1968]
~n · ~u1 = −1
2
( ν
Ω
) 1
2
~n · ~∇∧
(
1√| cos θ|
(
~n ∧ ~u0 + ~u0 sgn(~n · ~Ω)
))
Ce re´sultat interme´diaire ne satisfait pas la condition de non-pe´ne´tration (~n · ~u = 0) a` la
surface du noyau, bien que ~n · ~u0 = 0 soit ve´rifie´. Prendre en compte la couche d’Ekman a
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pour conse´quence de modifier la contrainte de Taylor (3.57) parce que le frottement visqueux
tend a` ralentir le mouvement des cylindres ge´ostrophiques. Dans la couche limite visqueuse,
l’e´coulement secondaire ~u1 a une dynamique associe´e a` l’e´quilibre entre l’inertie et le pompage
d’Ekman. Dans le cas ou` la surface du noyau est une sphe`re et si les mouvements sont
ge´ostrophiques, on peut montrer que [Greenspan, 1968] :
∂ ωg(s)
∂t
= −E1/2Ωz−3/2T ωg(s) (4.29)
ou` E est le nombre d’Ekman. Prendre en compte la couche d’Ekman permet aussi d’e´tudier
le couplage visqueux entre le noyau et le manteau.
Finalement : l’e´quation d’onde
En regroupant les contributions (4.26) et (4.27), et en notant ~bm = ~b+~bλ le champ a` la base
du manteau (bλr = 0), il vient
∂
∂t
∫ zT
−zT
∮
(~j ∧ ~B)φ dφ dz = 1
s2µ0
∂
∂s
(
s3
∫ zT
−zT
∮
Bs
2 ∂ ωg
∂s
dφ dz
)
+
cpi
µ0zT
Ψ(Br
∂bmφ
∂t
+
∂bmr
∂t
Bφ)
Il faut y ajouter la contribution de la couche conductrice a` la base du manteau (4.28). On
reporte finalement la contribution de la couche d’Ekman (4.29) dans la relation fondamentale
de la dynamique d’un cylindre ge´ostrophique (4.16) pour obtenir l’e´quation d’onde des ondes
de torsion, dans un noyau sans graine :
4piρ szT
∂2
∂t2
(ωg +Ω) =
4pi
s2µ0
∂
∂s
(
s3zT {B2s}
∂ ωg
∂s
)
+
cpi
µ0zT
Ψ(Br
∂bmφ
∂t
+
∂bmr
∂t
Bφ)
− picsσm∆
zT
Ψ(Br
2)
∂ ωg
∂t
(4.30)
− 4piρΩE1/2sz−1/2T
∂ ωg
∂t
Dans le membre de droite de cette e´quation, le troisie`me terme traduit la dissipation de la
couche conductrice a` la base du manteau et le dernier terme la dissipation visqueuse dans la
couche d’Ekman. La suite de ce travail se place dans la limite E → 0. Les effets de la couche
d’Ekman ne seront pas pris en compte.
Les variations temporelles du manteau dΩ/dt, relie´es line´airement aux variations de moment
cine´tique transporte´es par les mouvements ge´ostrophiques, sont aussi un moyen de coupler
entre eux le mouvement des diffe´rents cg. Ce qui se traduit par le fait que l’e´quation d’onde
(4.31) ne peut pas s’e´crire simplement comme une e´quation pour la pulsation ωg
∗ = (ωg +Ω)
a` cause du couplage avec le manteau (le troisie`me terme du membre de droite de l’e´quation
d’onde).
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Quant au deuxie`me terme, il est nul quand le champ magne´tique est axisyme´trique (Ψ(X) = 0
quandX est inde´pendant de φ). N’y contribue donc que la partie non-axisyme´trique du champ
magne´tique. On le calcule a` partir de (4.18) dont on ne prend que la composante radiale qui
est continue a` la frontie`re noyau-manteau
∂bmφ
∂t
∣∣∣∣
r=c
bmr est obtenu a` partir du potentiel dont de´rive le champ magne´tique en supposant un rac-
cordement sur un manteau isolant
~bm = −gradV
En utilisant un de´veloppement en harmoniques sphe´riques, on peut montrer que pour les
champs magne´tiques utilise´es dans ce travail et de´rivant d’un potentiel (milieu isolant)∮
BrBφ dφ  BrBφ
Si le champ magne´tique total s’e´crit maintenant comme la somme d’un champ dynamo
(constant sur l’e´chelle de temps des ondes de torsion) ~B et un champ induit par les ondes de
torsion ~b, alors ∮
(Brbφ +Bφbr) dφ  Brbφ, Bφbr
et donc le deuxie`me terme de l’e´quation d’onde Ψ(Brbφ + Bφbr) est ne´glige´. Cette approxi-
mation est tre`s bien ve´rifie´e nume´riquement.
Dans la limite E → 0, l’e´quation d’onde se re´duit a`
4piρ szT
∂2
∂t2
(ωg +Ω) =
4pi
s2µ0
∂
∂s
(
s3zT {B2s}
∂ ωg
∂s
)
− picsσm∆
zT
Ψ(Br
2)
∂ ωg
∂t
Comme le moment d’inertie du noyau est a` peu pre`s dix fois plus faible que celui du manteau,
on peut ne´gliger les variations dΩ/dt devant dωg /dt, l’e´quationd’onde devient
4piρ szT
∂2 ωg
∂t2
=
4pi
s2µ0
∂
∂s
(
s3zT {B2s}
∂ ωg
∂s
)
− picsσm∆
zT
Ψ(Br
2)
∂ ωg
∂t
(4.31)
Finalement, dans le cas ou` il n’y a pas de couche conductrice a` la base du manteau, l’e´quation
d’onde se re´duit a`
4piρ szT
∂2 ωg
∂t2
=
4pi
s2µ0
∂
∂s
(
s3zT {B2s}
∂ ωg
∂s
)
(4.32)
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4.6.4 Conditions aux limites
L’e´quation d’onde est une e´quation aux de´rive´es partielles du second ordre en temps comme
en espace. Il faut donc se fixer deux conditions initiale et deux conditions aux limites : par
exemple, a` l’axe et a` l’e´quateur.
A l’axe de rotation : s → 0
Dans le cas d’un champ magne´tique non-axisyme´trique, la condition a` l’axe est [Jault et
Le´gaut, 2005]
∂ ωg
∂s
∣∣∣∣
s=0,t
= 0 (4.33)
A l’e´quateur : s → c
Lorsqu’on se rapproche de l’e´quateur, la hauteur des cylindres ge´ostrophiques tend a` s’annuler
(zT → 0), ce qui est synonyme de discontinuite´ a` cause des termes en z−1T dans l’e´quation
d’onde. On impose que le terme en facteur de z−1T soit nul.
Le premier terme du membre de droite de l’e´quation d’onde (4.31) peut s’e´crire
∂
∂s
(
s3zT {B2s}
∂ ωg
∂s
)
= − s
4
zT
{B2s}
∂ ωg
∂s
+ zT
∂
∂s
(
s3 {B2s}
∂ ωg
∂s
)
Dans le cas d’un champ magne´tique axisyme´trique, la condition en s = c est
∂ ωg
∂s
= −µ0
∮
σm∆B
2
r dφ∮
B2r dφ
∂ ωg
∂t
en s = c (4.34)
si
∮
B2r dφ 6= 0 a` l’e´quateur [Jault et Le´gaut, 2005].
Dans le cas d’un manteau isolant (σm = 0), la condition en s = c est
c
∂ ωg
∂s
∮
B2r dφ =
∮ (
Br
∂bmφ
∂t
+Bφ
∂bmr
∂t
)
dφ (4.35)
4.6.5 Pe´riode des ondes de torsion
Dans le cas d’un manteau isolant (σm = 0) et d’un champ magne´tique axisyme´trique, l’e´qua-
tion d’onde (4.31), pour une solution oscillante en eiωt, se re´duit a` [Braginsky, 1970]
−ω2 µ0ρs3zT︸ ︷︷ ︸
M
ωg =
d
ds

s3zT {B2s}︸ ︷︷ ︸
T
dωg
ds


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qui est analogue a` l’e´quation d’une onde transverse le long d’une corde de guitare. Si cette
corde a une masse line´¨ıque M et subit une tension T , la vitesse de telles ondes transverses est
V =
√
T
M
=
√
{B2s}
µ0ρ
(4.36)
qui est du type vitesse d’Alfve`n pour un champ magne´tique caracte´ristique
√
{B2s}. La pe´riode
de l’onde est alors
T =
√
µ0ρL2
{B2s}
(4.37)
ou` L est la longueur d’onde de l’onde. Elle est fixe´e soit par le profil initial choisi, soit par la
pe´riode du me´canisme d’excitation des ondes. Pour estimer l’ordre de grandeur de la pe´riode
des ondes de torsion, L = c a e´te´ choisi : cela donne une borne supe´rieure a` l’estimation.
La valeur de la composante radiale Br du champ magne´tique a` la frontie`re noyau-manteau
est une bonne approximation pour
√
{B2s (s)}. A partir des mesures magne´tiques a` la surface
de la Terre et prolonge´es vers la frontie`re noyau-manteau en supposant le manteau isolant,
on peut estimer Br ∼ 5 10−4 Tesla. On obtient alors une vitesse de propagation des ondes de
torsion de 4.5 10−3 m.s−1 soit 140 km.an−1, pour une pe´riode de 25 ans.
La relation (3.64) donne une borne infe´rieure de la pe´riode des ondes de torsion
T  1 jour
Seule la composante radiale du champ magne´tique a e´te´ prise en compte dans l’estimation
de (4.37) et la longueur d’onde a e´te´ surestime´e en prenant le rayon du noyau ; d’une fac¸on
plus ge´ne´rale, on peut dire que les ondes de torsion sont associe´es a` des e´chelles de temps
de´cennales :
T < 100 ans
4.6.6 Direction de propagation
L’e´quation d’onde obtenue (4.31) des ondes de torsion est re´versible en temps sauf le terme
dissipatif associe´ a` la possible couche conductrice a` la base du manteau : le membre de gauche
et le premier terme du membre de droite sont re´versibles en temps. Le dernier terme aussi,
parce que le champ magne´tique induit est lui-aussi re´versible en temps. Il n’y a donc aucune
direction privile´gie´e pour les ondes de torsion dans le noyau.
Le fait que Hide et al. [2000] voient dans les donne´es magne´tiques un seul sens de propagation
(de l’e´quateur vers les poˆles) est plutoˆt une indication de la dissipation dues aux couches
conductrices du manteau ou a` la graine. Cela peut aussi eˆtre associe´ a` l’endroit ou` de telles
ondes sont excite´es, par exemple a` l’e´quateur (voir le me´canisme d’excitation de´crit au chapitre
6).
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4.7 Conclusions
Les ondes d’Alfve`n sont pre´sentes lorsqu’un fluide conducteur d’e´lectricite´ est baigne´ par
un champ magne´tique ambient. La dynamique de ces ondes est de´termine´e par ce champ
magne´tique ambient. Les composantes fluide ~u et magne´tique ~b des ondes d’Alfve`n ont meˆme
ge´ome´trie ; connaissant l’une, on obtient l’autre (cf Eq. (4.7) et (4.8)).
Les ondes de torsion sont des ondes d’Alfve`n particulie`res : ces ondes apparaissent quand la
force de Coriolis est exactement e´quilibre´e par les forces de pression. La force de Coriolis, qui
n’influence pas la dynamique de l’onde, impose par contre sa ge´ome´trie : le seul mouvement
autorise´ est la rotation diffe´rentielle de cylindres ge´ostrophiques aligne´s sur l’axe de rotation
de la Terre. Toutes les particules de fluide formant un meˆme cylindre ge´ostrophique ont
meˆme vitesse. Ainsi, la vitesse ge´ostrophique est constante sur un tel cylindre. La dynamique
de ces cylindres est de´termine´e par le champ magne´tique baignant le noyau de la Terre via
sa composante perpendiculaire a` l’axe de rotation. Par la suite, ce champ sera dit champ
principal ou champ dynamo. Le champ magne´tique total est la somme du champ magne´tique
principal et de la composante magne´tique de l’onde. Dans les simulations de propagation
de ces ondes dans le noyau, pre´sente´es dans le prochain chapitre, le champ principal est
suppose´ constant. Cependant, alors que pour les ondes d’Alfve`n, les variables ~u et ~b sont
interchangeables et pre´sentent la meˆme ge´ome´trie, ce n’est pas le cas des ondes de torsion.
En effet, la composante magne´tique de l’onde de torsion exprime´e a` la base du manteau
(~bm) n’a pas pu eˆtre e´limine´e de l’e´quation d’onde (4.30) et la ge´ome´trie de la composante
magne´tique de l’onde de torsion est impose´e par le champ magne´tique principal. Ainsi les
deux composantes fluide ~u et magne´tique ~b de l’onde de torsion n’ont pas la meˆme ge´ome´trie.
En ce qui concerne la longueur d’onde de l’onde de torsion, dans ce travail, elle est fixe´e par le
profil initial choisi ou par la pe´riode du me´canisme d’excitation de´crit dans le dernier chapitre
de cette the`se.
Chapitre 5
Propagation dans le noyau terrestre
Dans ce chapitre, on se propose de de´terminer l’e´volution temporelle de la vitesse ge´ostro-
phique. Il faut pour cela re´soudre l’e´quation d’onde, pour laquelle un mode`le de champ ma-
gne´tique a` l’inte´rieur du noyau est ne´cessaire. Les premiers codes nume´riques utilise´s sont
de´crits et les re´sultats obtenus pre´sente´s.
5.1 Mode`le de champ magne´tique interne au noyau
L’e´volution temporelle d’une onde de torsion est directement relie´e au champ magne´tique
dynamo pre´sent dans le noyau (lequel e´volue sur des e´chelles de temps supe´rieures au millier
d’anne´es : il est constant sur des e´chelles de temps de l’ordre de quelques pe´riodes des ondes
de torsion). Or, on ne connaˆıt pas bien le champ magne´tique a` l’inte´rieur du noyau. Plus
pre´cise´ment, on n’en mesure que la partie qui parvient a` la surface de la Terre. Faire le trajet
en sens inverse, au moins pour se faire une ide´e aux grandes pe´riodes du champ magne´tique a`
la surface du noyau, impose de faire une hypothe`se sur la conductivite´ du manteau, laquelle
est d’autant plus mal contrainte qu’on se rapproche du noyau.
Un mode`le complique´ n’ayant pas beaucoup de pertinence, j’en de´cris un tre`s simple : un
champ magne´tique polo¨ıdal est prolonge´ de la surface de la Terre a` la frontie`re noyau-manteau
a` travers un manteau conducteur. Comme le manteau est isolant, il n’y a pas de champ
magne´tique toro¨ıdal dans le manteau (cf (D.5)) et donc a` la frontie`re noyau-manteau. Le
champ polo¨ıdal dans le manteau a e´te´ obtenu pre´ce´demment, il est donne´ par la relation
(3.16) et ve´rifie a` la frontie`re noyau-manteau la condition (3.17).
5.1.1 Choix d’un champ dans le noyau
Il a e´te´ choisi de ne pas tenir compte du champ toro¨ıdal dans le noyau, ce qui va conduire
a` des mode`les de champ magne´tique dans le noyau qui sont sous-estime´s par rapport au cas
ge´ophysique.
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La de´pendance radiale du champ magne´tique dans le noyau a e´te´ construite a` partir des
modes propres diffusifs du champ magne´tique dans une sphe`re, solutions de l’e´quation de
diffusion (3.10) ou` η est la diffusivite´ magne´tique suppose´e uniforme. La de´pendance radiale
des coefficients du de´veloppement en harmoniques sphe´riques est une combinaison de fonctions
de Bessel sphe´riques (cf Eq. (3.22)), ou` les fonctions de Bessel sphe´riques de deuxie`me espe`ce
ne sont pas prises en compte. Si on impose aux fonctions de Bessel sphe´riques de satisfaire a` la
condition (3.17) a` la frontie`re noyau-manteau (raccord avec un manteau isolant), on obtient
les valeurs propres des fonctions de Bessel sphe´riques de premie`re espe`ce via la relation
jl−1(klc) = 0 (5.1)
Les valeurs propres correspondent aux ze´ros des fonctions de Bessel sphe´riques d’ordre infe´-
rieur. Il y a une infinite´ de ces ze´ros, ce sont des valeurs de´ge´ne´re´es, dans le sens ou` elles ne
de´pendant pas de l’ordre m des harmoniques sphe´riques. On se restreint, dans les mode`les de
champ adopte´s, aux premie`res valeurs propres, car ce sont ces modes propres qui diffusent le
plus lentement. Par exemple, la premie`re valeur possible pour l’ordre l = 1 est k1c = pi (cf
Eq. (C.10)). Si η = 1 m2.s−1 et c = 3500 km, le temps caracte´ristique de diffusion est
c2
pi2η
∼ 40 000 ans (5.2)
Ainsi, pour les mode`les de champ choisis dans le noyau, le champ polo¨ıdal s’e´crit
P = a
∞∑
l=1
(a
c
)l+1 jl(klr)
jl(klc)
l∑
m=0
[
gml
l
cos(mφ) +
hml
l
sin(mφ)
]
Pml (cos θ) (5.3)
que l’on peut comparer a` son expression (3.16) dans le manteau isolant.
Contrairement a` certains mode`les de champ magne´tique issus de simulations nume´riques, le
champ associe´ a` P est ainsi du meˆme ordre de grandeur partout dans le noyau. Ce champ
sera de´sormais appele´ champ principal ou champ dynamo.
5.1.2 Ve´rification de la contrainte de Taylor
Dans cette partie, je ve´rifie que le mode`le de champ magne´tique adopte´ ve´rifie bien la
contrainte de Taylor (3.57) pour avoir un mode`le cohe´rent avec l’e´tat de base des ondes
de torsion.
Si on remarque que
∂
∂θ
(sin θBφ) =
∂Bθ
∂φ
pour le mode`le de champ adopte´, alors la force de Lorentz vue localement par les cylindres
ge´ostrophiques se re´duit a`
(~j ∧ ~B)φ = −Br
r
[
1
sin θ
∂Br
∂φ
− ∂
∂r
(rBφ)
]
(5.4)
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les composantes Br et Bφ e´tant donne´es par les relations (D.10) et (D.12). En inte´grant en φ
la relation pre´ce´dente, on obtient des termes qui ont la forme suivante
∮
dφ
∞∑
l=1
l∑
m=0
∞∑
p=1
p∑
q=0
m
[
gml sin(mφ)− hml cos(mφ)
]
∗
[
gqp cos(qφ) + h
q
p sin(qφ)
]
Pml P
q
p
=
∞∑
l=1
∞∑
p=1
inf(l,p)∑
m=0
m
[
gml h
m
p − hml gmp
]
Pml P
m
p = 0
Les mode`les de champ dans le noyau sont cohe´rents avec l’e´tat de base des ondes de torsion.
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Pour simuler la propagation de ces ondes magne´tiques, plusieurs codes ont e´te´ de´veloppe´s. Ils
sont caracte´rise´s par
∗ le mode`le de champ interne : axisyme´trique ou non
∗ la pre´sence ou non d’une graine
∗ le nombre de dimensions : 1D, 2D (champ axisyme´trique) ou 3D (pour traiter la per-
turbation externe du me´canisme d’excitation)
∗ la re´solution directe de l’e´quation d’onde (possible en l’absence de la graine seulement)
ou non
∗ une re´ponse impulsionnelle (pour une e´tude fre´quentielle) du noyau ou un profil initial
de vitesse
Ainsi quatre codes ont e´te´ de´veloppe´s.
5.2.1 Code 1D sans graine (GeD)
C’est un code que j’ai commence´ a` de´velopper pendant mon DEA (2001-2002). Le mode`le de
champ magne´tique interne au noyau est complet dans le sens ou` il contient les parties axisy-
me´trique et non-axisyme´trique de la partie polo¨ıdale. Ce code re´soud directement l’e´quation
d’onde ; il est dit 1D car l’e´quation d’onde ne de´pend que de la variable d’espace s.
L’e´volution temporelle d’une onde de torsion est obtenue a` partir d’un profil initial. Pour cela,
il faut connaˆıtre explicitement la distribution {B2s} pour le mode`le de champ adopte´, ainsi
que Ψ(B2r ).
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5.2.2 Le champ principal dans l’e´quation d’onde
Fonction {B2
s
}
Connaissant les composantes Br et Bθ, on peut calculer
sBs = r
[ (
1− (cos θ)2)Br + cos θ sin θBθ]
L’argument ul = klr (les valeurs propres kl sont de´finies par la relation (5.1)) permet de
de´finir la quantite´ Xl et on utilise la notation ∆P
m
l qui permet de calculer la de´rive´e par
rapport a` θ pour la composante Bθ
Xl = jl(ul) + ul
djl
dul
∆Pml =
√
(l + 1−m)(l + 1 +m)Pml+1 − cos θ(l + 1)Pml
Ceci permet de de´finir quatre fonctions[
Um1 (r, θ)
V m1 (r, θ)
]
=
l∗∑
l=m
(a
c
)l+1
(l + 1)
jl(ul)
jl(klc)
[
gml
hml
]
P˜ml (cos θ)
[
Um2 (r, θ)
V m2 (r, θ)
]
=
l∗∑
l=m
(a
c
)l+1 Xl
l jl(klc)
[
gml
hml
]
∆P˜ml (cos θ)
Les fonctions P˜ml sont de´finies en (A.1). Elles permettent de prendre en compte directement le
casm = 0 dans l’inte´gration en φ dans le calcul de {B2s}. On peut alors exprimer explicitement
l’inte´grale
s2
pi
∮
B2s dφ = a
2
[ (
1− (cos θ)2)2 l∗∑
m=0
[(Um1 )
2 + (V m1 )
2]
+(cos θ)2
l∗∑
m=0
[(Um2 )
2 + (V m2 )
2]
+2 cos θ
(
1− (cos θ)2) l∗∑
m=0
[Um1 U
m
2 + V
m
1 V
m
2 ]
]
Il ne reste plus qu’a` inte´grer nume´riquement en z et a` modifier quelques pre´-facteurs pour
avoir
{B2s} =
1
4pizT
∫ zT
−zT
∮
B2s dφ dz (5.5)
ou` zT repre´sente la demi-hauteur d’un cylindre ge´ostrophique (cf Fig. 4.5). Le choix du degre´
de troncature du de´veloppement l∗ est fixe´ par les essais de convergence repre´sente´s sur la
Fig. 5.1. Il est fixe´ a` l∗ = 8 par la suite.
La figure 5.2 montre la quantite´ {B2s}(s) obtenue dans le cas d’un noyau avec et sans graine.
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Fig. 5.1: Convergence de la fonction {B2s}(s) (en mT2) en fonction du
degre´ de troncature l∗ du de´veloppement en harmoniques sphe´riques. Le
degre´ l∗ = 8 est choisi par la suite. En abscisse, le rayon cylindrique s.
Fonction Ψ(B2
r
)
Un calcul direct donne
1
pi
∮
B2r dφ =
l∗∑
l,q=1
l∑
m=0
(l + 1)
(a
c
)l+2 jl(klr)
jl(klc)
(q + 1)
(a
c
)q+2 jq(kqr)
jq(kqc)
∗ (gml gmq + hml hmq ) P˜ml (cos θ)P˜mq (cos θ)
Pour un cg donne´, s est donne´ donc l’angle θ est fixe´. L’inte´grale pre´ce´dente ne de´pend plus
alors que de la hauteur z a` travers r =
√
(s2 + z2), d’ou`
Ψ(B2r ) =
1
pi
∮ (
B2r (+zT ) +B
2
r (−zT )
)
dφ
Une quantite´ Ψ(X) repre´sente la somme de l’inte´grale de X en φ prise en haut et en bas d’un
cg.
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Fig. 5.2: Fonction {B2s}(s) (en mT2) en fonction du rayon cylindrique s
obtenue a` partir des coefficients publie´s dans [Backus et al., 1996, p 139] du
mode`le MGST de 1980 pour un noyau sans graine (trait plein) et pour un
noyau avec graine (he´misphe`res nord (croix) et sud (cercle)).
Variation se´culaire due aux ondes de torsion
La composante radiale de (4.18) permet d’e´crire
∂br
∂t
=
l∗∑
m=0
m sin(mφ) l
∗∑
l=m
(l + 1)
( c
a
)l+2
gml ωg(sin θ)P
m
l (cos θ)
− m cos(mφ)
l∗∑
l=m
(l + 1)
( c
a
)l+2
hml ωg(sin θ)P
m
l (cos θ)

Aucun champ magne´tique zonal n’est induit par les ondes de torsion. On projette sur la sphe`re
(r = c) pour obtenir une nouvelle combinaison line´aire de fonctions associe´es de Legendre,
dont les coefficients sont note´s (uˆml ,vˆ
m
l ), ainsi
l∗∑
l=m
(l + 1)
( c
a
)l+2
gml ωg(sin θ)P
m
l (cos θ) =
l∑
l=m
(l + 1)uˆml P
m
l (cos θ) (5.6)
l∗∑
l=m
(l + 1)
( c
a
)l+2
hml ωg(sin θ)P
m
l (cos θ) =
l∑
l=m
(l + 1)vˆml P
m
l (cos θ) (5.7)
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ou` les nouveaux coefficients sont donne´s par
(l + 1)
( c
a
)l+2
uˆml =
2l + 1
4
∫ 1
−1
dx Pml (x)
∗
{
l∗∑
k=m
(k + 1)
( c
a
)k+2
gmk ωg(
√
1− x2)Pmk (x)
}
(l + 1)
( c
a
)l+2
vˆml =
2l + 1
4
∫ 1
−1
dx Pml (x)
∗
{
l∗∑
k=m
(k + 1)
( c
a
)k+2
hmk ωg(
√
1− x2)Pmk (x)
}
Les deux formules ci-dessus ne sont valables que dans le cas ou` m 6= 0 (Pour le cas m = 0,
il faudrait changer le facteur 4 des deux formules ci-dessus par un facteur 2). On pourra
remarquer que les ondes de torsion n’induisent rien sur les termes zonaux dans le manteau.
Nume´riquement, les inte´grations sont faites par points de Gauss. On obtient alors a` la frontie`re
noyau-manteau
∂br
∂t
=
l∑
l=1
(l + 1)
l∑
m=0
(u˙ml cos(mφ) + v˙
m
l sin(mφ))P
m
l (cos θ)
ou` les coefficients (u˙ml ,v˙
m
l ) sont de´termine´s par
u˙ml = −mvˆml
v˙ml = −muˆml
Ces coefficients ont un ordre m maximum e´gal a` l∗. Le degre´ de troncature l est fixe´ de
manie`re a` permettre une repre´sentation correcte de l’onde ωg(s, t), c’est a` dire assurer les
e´galite´s (5.6) et (5.7). Une valeur typique est l = 160.
Connaissant le de´veloppement de b˙r dans le manteau isolant, le potentiel magne´tique est aussi
connu, ainsi que b˙θ et b˙φ. La variation se´culaire due aux ondes de torsion est remonte´e alors
a` la surface de la Terre dans les observatoires.
On peut de meˆme connaˆıtre le champ magne´tique induit par la propagation des ondes de
torsion en inte´grant en temps la variation se´culaire obtenue, avec des conditions initiales sur
uml (0) et v
m
l (0) cohe´rentes avec le profil initial choisi.
5.2.3 Re´solution de l’e´quation d’onde
Pour re´soudre l’e´quation d’onde (4.31), on se rame`ne a` deux e´quations du premier ordre en
temps (l’influence de la couche d’Ekman n’a pas e´te´ prise en compte)
∂ ωg
∂t
=
1
s3zT
∂τ
∂s
− 1
z2T
Ψ(ΣB2r )ωg (5.8)
∂τ
∂t
= s3zT {B2s}
∂ ωg
∂s
(5.9)
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avec
Σ =
σm∆
σcc
Ωt∗
4
(5.10)
Ces e´quations sont pre´sente´es ici sous leur forme adimensionne´e. Le temps t∗ contenu dans
l’expression Σ est de´termine´ par
t∗ =
c
v0
v0 =
√
B20
ρµ0
B20 =
Ωρ
σc
ou` la valeur caracte´ristique du champ dynamo B0 est construite en supposant que la force
de Coriolis est du meˆme ordre de grandeur que la force de Lorentz (le nombre d’Elsasser est
alors unitaire), ce qui est raisonnable pour le champ dynamo. Les applications nume´riques
donnent B0 = 1.35 mT, v0 = 12.03 10
−3 m.s−1 et t∗ = 9.23 ans pour σc = 4 10
5 S.m−1,
ρ = 104 kg.m−3 et Ω = 2pi/86400 rad.s−1.
Ainsi, l’unite´ de longueur est le rayon c du noyau, l’unite´ de temps est t∗ et l’unite´ de champ
magne´tique B0.
On pourra remarquer que l’e´quation (5.8) peut aussi s’e´crire sous la forme
∂
∂t
(
s3zT ωg
)
= . . .
qui est une e´quation d’e´volution de la densite´ de moment cine´tique de l’onde
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Fig. 5.3: Sche´ma espace-temps des grilles utilise´es pour re´soudre l’e´quation diffe´rentielle.
On re´soud le syste`me du premier ordre (5.8)-(5.9) en utilisant les grilles sche´matise´es sur la
Fig. 5.3. Il s’agit de deux grilles de´cale´es l’une par rapport a` l’autre en espace et en temps.
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L’indice n est relatif au temps t, tandis que l’indice i est relatif a` la coordonne´e s
t = n∆t
s = i∆s avec ∆s =
1
N
ou` N est le nombre de cg utilise´s. Chacune des deux fonctions ωg et τ e´volue sur sa propre
grille. Cette me´thode a e´te´ applique´e aux ondes sismiques par Virieux [1986]. τ e´volue sur
la grille (n + 1/2,i) parce que les conditions aux limites (cf section (4.6.4)) s’expriment sur
∂ ωg /∂s
τ
∣∣∣n+1/2
i
= τ
∣∣∣n−1/2
i
+s3zT {B2s}(s)
∆t
∆s
(
ωg
∣∣∣n
i+1/2
−ωg
∣∣∣n
i−1/2
)
avec la condition initiale
∀i, τ
∣∣∣−1/2
i
= 0
Il faut rajouter les conditions initiales, de´taille´es a` la section 4.6.4 suivant la nature axisy-
me´trique ou non du champ magne´tique utilise´. La longueur caracte´ristique e´tant le rayon du
noyau c, la hauteur adimensionne´e d’un cg est zT =
√
1− s2. Quant a` la vitesse angulaire
ge´ostrophique ωg, elle e´volue sur la grille (n,i+ 1/2)
ωg
∣∣∣n+1
i+1/2
=
1
1 + ζ
(1− ζ)ωg ∣∣∣n
i+1/2
+
1
s3zT
∆t
∆s
(
τ
∣∣∣n+1/2
i+1
−τ
∣∣∣n+1/2
i
)
avec la condition initiale
∀i, ωg
∣∣∣0
i
= profil initial
ce qui revient a` se donner la longueur d’onde. Le coefficient ζ est de´fini par
ζ =
Σ
2z2T
Ψ(B2r )∆t
5.2.4 Premiers re´sultats
Les re´sultats suivants correspondent au profil initial suivant
ωg(s, 0) = sin(10s) e
−10(s−0.7)2 (5.11)
Transforme´e de Fourier d’une onde de torsion
On se place en s = 0.75 c et on enregistre l’onde de torsion qui passe. La dure´e totale de
l’enregistrement est de 1000 ans, pour un e´chantillonnage tous les 8.4 jours. Le signal obtenu
est pre´sente´ sur la Fig. 5.4 et son spectre sur la Fig. 5.5. Une carte de propagation de cette
onde est donne´e Fig. 5.6a.
On peut remarquer que le mode`le de champ magne´tique adopte´, interne au noyau, n’est pas
un mode`le de champ fort puisqu’il donne des pe´riodes relativement petites pour les ondes de
torsion, compare´es a` la pe´riode estime´e par Braginsky [1970] d’une soixantaine d’anne´es.
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Fig. 5.4: Onde de torsion enregistre´e en s = 0.75 c au cours du temps (en anne´es).
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Fig. 5.5: Transforme´e de Fourier de l’onde de torsion pre´sente´e Fig. 5.4. En abscisse, la
fre´quence en an−1 (ordonne´e adimensionne´e). Le pic principal correspond a` une pe´riode de
16.2 an.
5.2.5 Les codes OTsg et OTg
Ce sont deux codes diffe´rents, non seulement dans le sens ou` le code OTg prend la graine en
compte, ce que ne fait pas le code OTsg, mais aussi dans la manie`re de traiter certaines parties
du code : par exemple, dans OTsg, un de´veloppement sur une base de fonctions orthogonales
est fait pour rendre compte de la de´pendance en θ, l’angle des coordonne´es sphe´riques, tandis
que dans le code OTg, les calculs sont faits en diffe´rene finie. L’avantage d’avoir deux familles
de codes relativement inde´pendantes l’une de l’autre est de pouvoir tester convenablement la
propagation des ondes. Ces deux codes de´terminent l’e´volution temporelle d’un profil initial
de la vitesse ge´ostrophique.
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Fig. 5.6: Propagation d’une onde de torsion dans tout le noyau (avec ou sans graine) au cours du
temps (en anne´es). L’e´chelle de couleur donne la valeur de l’amplitude de l’onde ωg. Le meˆme profil
initial a e´te´ utilise´ dans les deux cas. Dans le cas avec graine, la partie exte´rieure au cylindre
tangent est la meˆme dans les deux parties de l’image. Cette partie est comple´te´e par la partie
interne au cylindre tangent dans l’he´misphe`re pre´cise´ par Nord ou Sud.
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Ces codes ne re´solvent pas directement l’e´quation d’onde (4.31), mais les deux e´quations
couple´es (4.16) et (4.18). On n’a donc pas besoin de connaˆıtre explicitement {B2s} ainsi que
les autres quantite´s faisant intervenir le champ dynamo. Par contre, les moyennes inte´gre´es sur
les cg doivent eˆtre construites nume´riquement, ce qui est la principale difficulte´ nume´rique. La
dernie`re diffe´rence avec le code GeD, concerne le champ magne´tique : dans ces trois codes, il
est axisyme´trique. Cependant, les termes non-zonaux peuvent eˆtre repre´senter par des termes
zonaux sauf pre`s de l’axe (cf section 5.3).
Le temps est mis a` l’e´chelle comme (2Ω)−1 et le champ magne´tique comme 2Ωc
√
ρµ0 . Avec
ces mises a` l’e´chelle, l’e´quation d’e´volution de la vitesse ge´ostrophique (4.16) devient
R0
∂ug
∂t
=
1
4pizT
∫ zT
−zT
∮
(~j ∧ ~B)φ dφdz (5.12)
L’e´quation de l’induction (4.18) est
∂~b
∂t
= rot
(
ug~eφ ∧ ~B
)
+R0 ∆~b (5.13)
Le champ magne´tique ~B se de´compose une partie dynamo et une partie perturbative ~b qui
sont toutes les deux axisyme´triques. Le champ dynamo est suppose´ constant sur plusieurs
pe´riodes des ondes de torsion. Dans cette dernie`re e´quation, R0 = η/(2Ωc). La diffusion
en volume est ne´gligeable sur l’e´chelle de temps des ondes de torsion. Elle n’intervient de
fac¸on significative que dans les couches limites. Chacun de ces deux champs magne´tiques est
de´compose´ en ses parties polo¨ıdale et toro¨ıdale a` partir de la relation (D.2), lesquelles sont
de´veloppe´es sur la base des harmoniques sphe´riques. Le produit ug~eφ ∧ ~B est calcule´ dans
l’espace physique. Comme div(ug~eφ∧ ~B) 6= 0, le vecteur ug~eφ∧ ~B est de´compose´ en ses parties
polo¨ıdale, toro¨ıdale et sphe´ro¨ıdale, lesquelles sont de´veloppe´es sur la base des harmoniques
ge´ne´ralise´es puis le rotationnel rot
(
ug~eφ ∧ ~B
)
est calcule´ dans l’espace spectral. Les calculs
dans l’espace re´el sont faits en diffe´rence finie.
Les conditions aux limites sur la vitesse ge´ostrophique ont e´te´ vues a` la section 4.6.4. En ce
qui concerne le champ magne´tique, il se raccorde a` un manteau isolant : sa partie toroı¨dale
est nulle a` la frontie`re noyau-manteau et sa partie polo¨ıdale ve´rifie (3.17).
Connaissant la vitesse ge´ostrophique au temps t, on la de´termine au temps t + 1 par (5.12).
Une moyenne des deux valeurs donne la vitesse ge´ostrophique au temps t + 1/2 qui permet
de calculer le produit vectoriel ug~eφ ∧ ~B, pour obtenir le champ magne´tique au temps t+ 1.
La grille radiale n’est pas re´gulie`re pour permettre de re´soudre correctement les couches
limites. Le calcul de la vitesse ge´ostrophique, c’est a` dire l’inte´gration sur la hauteur du
cg, est la difficulte´ majeure. La fonction (~j ∧ ~B)φ, inte´gre´e en φ, est exprime´e comme une
fonction des variables s et z/zT . Cette dernie`re variable varie alors entre -1 et 1. Pour un
cylindre ge´ostrophique donne´ (s fixe´), la fonction (~j ∧ ~B)φ inte´gre´e en φ est de´veloppe´e sur
des polynoˆmes de Legendre
f
(
s,
z
zT
)
=
∮
(~j ∧ ~B)φ dφ =
N∑
n=0
cn(s) P
0
n
(
z
zT
)
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avec un nombre de coefficients N variant avec la hauteur d’un cylindre ge´ostrophique. Une
fois connu le de´veloppement, l’inte´grale sur la hauteur se fait par points de Gauss [Jault et
Cardin, 1999].
Le champ magne´tique est de´veloppe´ suivant la relation (D.2) : le champ dynamo impose´ est
de´crit par le terme rot(α~eφ) et le champ perturbatif est de´crit par β~eφ, parce que le champ
magne´tique dynamo, sous l’action d’un champ de vitesse ge´ostrophique, ne produit que du
champ polo¨ıdal. La perturbation est connue dans l’espace physique β(ri, θj). Pour calculer la
vitesse ge´ostrophique, c’est a` dire inte´grer suivant la hauteur, la perturbation est interpole´e
aux points de Gauss a` partir des plus proches voisins dans le code OTg.
Dans le code OTsg, seule la partie syme´trique par rapport a` l’e´quateur de la force de Lo-
rentz contribue a` acce´le´rer les cylindres ge´ostrophiques. On peut donc exprimer la vitesse
ge´ostrophique en fonction de la partie syme´trique de la fonction f(s, z/zT )
1
2
(
f
(
s,
z
zT
)
+ f
(
s,− z
zT
))
(5.14)
Prise en compte de la graine
La prise en compte de la graine – de rayon r = b – dans le code OTg est de´crite dans
[Jault, 1996]. A l’inte´rieur du cylindre tangent, comme le champ magne´tique dynamo n’est
pas syme´trique par rapport au plan e´quatorial, la moyenne {B2s} n’est pas la meˆme dans
l’he´misphe`re nord et dans l’he´misphe`re sud. Dans l’he´misphe`re nord,
{B2s}+(s) =
1
2pih
∫ zT
zB
∮
B2s dφ ds
et dans l’he´misphe`re sud
{B2s}−(s) =
1
2pih
∫ −zT
−zB
∮
B2s dφ ds
avec zB =
√
b2 − s2 , zT =
√
c2 − s2 et h = zT − zB. La vitesse ge´ostrophique e´volue donc
diffe´remment dans chaque he´misphe`re
ug = s ωg
± pour s ≤ b et ± z ≥ 0
Il y a une premie`re singularite´ en s = b parce que la hauteur des cg change rapidement a`
la traverse´e du cylindre tangent (cf Fig. (5.10)). Au meˆme endroit, une autre singularite´ se
de´veloppe, puisque (5.12) change de part et d’autre du cylindre tangent. Cette singularite´ est
pre´sente parce que la viscosite´ du fer a e´te´ ne´glige´e dans le coeur du noyau. Cela cre´e une
nappe de courants a` la surface du cylindre tangent et la vitesse ge´ostrophique est singulie`re
au cylindre tangent
η
(
∂bφ
∂s
∣∣∣∣
s=b+
− ∂bφ
∂s
∣∣∣∣
s=b−
)
= −b[ωg(b+)− ωg(b−)]Bs
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Une singularite´ du meˆme type est pre´sente a` la surface de la graine
η
(
∂bφ
∂r
∣∣∣∣
r=b+
− ∂bφ
∂r
∣∣∣∣
r=b−
)
= −s[ωg(s)− ωgraine]Br
ou` sωgraine est la vitesse de rotation de la graine et η est la diffusivite´ magne´tique. Une meˆme
conductivite´ a e´te´ suppose´e pour le noyau et pour la graine. Nume´riquement, il est observe´ que
la discontinuite´ de la vitesse ge´ostrophique tend a` disparaˆıtre lorsque la re´solution augmente.
A l’inte´rieur du cylindre tangent, la partie de la force de Lorentz non syme´trique par rap-
port au plan e´quatorial contribue a` l’acce´le´ration des cylindres ge´ostrophiques, puisque que
l’inte´gration sur la hauteur d’un cg a change´ :
1
2
(
f
(
s,
z
zT
)
− f
(
s,− z
zT
))
Connaissant les parties syme´trique (g,s) et anti-syme´trique (ug,a) de la vitesse, dans l’he´mi-
sphe`re Nord, la vitesse ge´ostrophique est alors
ug,Nord = ug,s + ug,a
et dans l’he´misphe`re Sud,
ug,Sud = ug,s − ug,a
En dehors du cylindre tangent, ug,a = 0. Un exemple est donne´ Fig. 5.6b.
5.2.6 Diagnostics des codes
Plusieurs sortes de diagnostics sont e´te´ analyse´s. Les points suivants ont e´te´ ve´rifie´s :
∗ conservation du moment cine´tique en l’absence de processus dissipatifs
∗ conservation de l’e´nergie totale en l’absence de processus dissipatifs
∗ benchmark du code Ged sur OTsg, dans le cas particulier ou` le champ dynamo de GeD
e´tait axisyme´trique
∗ benchmark des diffe´rents codes OTxx entre eux
5.3 Vers des codes OTxx non zonaux . . .
Bien que les codes de type OTxx soient axisyme´triques par construction, on peut les rappro-
cher du code non zonal GeD en prenant un mode`le de champ dynamo axisyme´trique approprie´
qui simulerait les effets des termes non zonaux.
L’influence des termes non zonaux se voit tre`s bien sur {B2s} (cf Fig. 5.7). La principale diffe´-
rence est la valeur prise a` l’axe par la fonction {B2s} : dans le cas d’un champ axisyme´trique,
elle tends a` s’annuler ; alors que ce n’est pas le cas lorsqu’il y a des termes non zonaux. Dans
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cet exemple, la courbe zonale suit au plus pre`s la courbe non zonale dans la partie du noyau
proche de l’e´quateur. Le champ dynamo utilise´ pour la partie zonale correspond au poloı¨dal
P = a
4∑
l=1
(
jl(klr) + αljl(k
′
lr)
)
g0l P
0
l (cos θ) (5.15)
ou` les coefficients αl sont des constantes. Les coefficients k
′
l sont des valeurs propres des
fonctions de Bessel sphe´riques d’ordre l−1 qui correspondent au deuxie`me ze´ro de ces fonctions
(les kl correspondent au premier ze´ro). C’est une manie`re de complexifier le champ magne´tique
a` l’inte´rieur du noyau.
On repre´sente la quantite´ {B2s} repre´sente´e Fig. (5.2), correspondant au champ polo¨ıdal (5.3),
par la quantite´ {B2s} correspondant au champ polo¨ıdal (5.15) loin de l’axe de rotation. Le
re´sultat obtenu est pre´sente´ Fig. 5.7. Les valeurs des coefficients de (5.15) sont alors les
suivantes
l αl g
0
l (µT)
1 -0.5 310.925
2 -0.3 179.303
3 0 -67.535
4 0 -19.097
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Fig. 5.7: Courbes {B2s} (en mT2) en fonction du rayon cylindrique s. Le champ dynamo
est axisyme´trique (+) ou il contient aussi les termes non zonaux (en trait plein, les
coefficients sont ceux publie´s dans [Backus et al., 1996, p 139], l∗ = 8).
La Fig. 5.8 pre´sente une onde de torsion dans les deux cas de la Fig. 5.7 : en trait plein, le
champ dynamo est axisyme´trique, obtenu a` partir des valeurs ci-dessus. Dans le second cas
(+), le champ dynamo est non-axisyme´trique. Dans le cas du champ dynamo axisyme´trique,
avec le profil initial choisi, comme {B2s} → 0 vers l’axe, on a ωg(s = 0, t) = 0 au cours de
la propagation. Au cours de sa propagation vers l’axe, la vitesse de propagation de l’onde
diminue pour s’annuler a` l’axe ({B2s} → 0). Ainsi, l’onde qui va arriver va cre´er des longueurs
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Fig. 5.8: Onde de torsion ωg(s) au temps t = 28 ans en fonction du rayon
cylindrique s avec un champ dynamo zonal (trait plein) ou non (+)
correspondant aux valeurs de la Fig. 5.7.
d’onde toujours plus petites, jusqu’a` ce que celle-ci devienne du meˆme ordre de grandeur que
la re´solution spatiale, auquel cas le code (( explose )). Cela arrive au bout d’une dizaine de
pe´riode pour une re´solution suffisamment e´leve´e. C’est la principale limitation d’un champ
dynamo axisyme´trique. La meˆme limitation se rencontre dans le code OTsg. La pre´sence
d’une graine modifie radicalement ce comportement, au point qu’il n’apparaˆıt pas dans le
code OTg.
5.4 Amplifications
Le me´canisme de propagation des ondes de torsion est de´crit par les deux premiers termes de
l’e´quation d’onde (4.31) qui de´crivent le transport de la densite´ de moment cine´tique s3zT ωg.
Aux bords du domaine, ou` s (a` l’axe) ou zT (a` l’e´quateur) s’annulent, on peut s’attendre a` une
amplification de l’onde. Comme le terme s3 tend plus vite vers ze´ro a` l’axe que le terme zT a`
l’e´quateur, on s’attend a` une plus grande amplification a` l’axe. Une illustration est pre´sente´e
Fig. 5.9 ou` l’onde de torsion, enregistre´e en s = 0.75c sur la Fig. 5.4, a e´te´ repre´sente´e a`
diffe´rents temps en fonction du rayon s. Le profil initial (5.11) est en pointille´. Une autre
illustration est donne´e Fig. 5.6a.
Dans le cas terrestre, le couplage efficace entre la graine et l’onde dans les deux he´misphe`res
peut contrer cette amplification.
La Fig. 2 de Zatman et Bloxham [1997] indique une amplification des mouvements ge´o-
strophiques a` l’e´quateur (zT = 0), laquelle est d’ailleurs sous-estime´e par les conditions de
re´gularisation utilise´es dans leur inversion.
Enfin, on peut s’attendre a` une troisie`me amplification lie´e a` la hauteur h(s) des cylindres
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Fig. 5.9: Onde de torsion pre´sente´e Fig. 5.4 en fonction du rayon
cylindrique s cette fois, au bout de 8 ans (pointille´) et 66 ans (trait
plein). Profil initial (+).
ge´ostrophiques de part et d’autre du cylindre tangent :
h(s) =


√
c2 − s2 −
√
r2g − s2 si s ≤ rg
2
√
c2 − s2 si rg ≤ s ≤ c
(5.16)
ou` rg est le rayon de la graine (rg ∼ 0.35 c). Cette hauteur h(s) est repre´sente´e sur la Fig.
(5.10). L’amplification au niveau de la graine est illustre´e Fig. 5.11 et Fig. 5.6b.
5.5 A l’inte´rieur du cylindre tangent
La propagation d’ondes de torsion a` l’inte´rieur du cylindre tangent est observe´e (cf Fig. 5.12).
Les ondes ont tendance a` se propager dans l’he´misphe`re ou` la valeur de {B2s} est la plus faible.
D’apre`s la Fig. 5.2, c’est dans l’he´misphe`re Nord que les cylindres sont le moins relie´s entre
eux par le champ magne´tique. C’est bien dans cet he´misphe`re que les ondes se propagent.
L’onde de torsion arrivant de l’e´quateur vers le cylindre tangent aura tendance a` passer dans
l’he´misphe`re ou` l’inertie des cylindres ge´ostrophiques est moindre, l’autre he´misphe`re e´tant
quasiment en rotation solide (cf Fig. 5.6b).
Lorsque l’onde de torsion arrive a` l’axe, elle peut eˆtre amplifie´e (cf Fig. 5.12b) par conservation
du moment cine´tique.
Le traitement de la graine dans d’autres e´tudes est quelque peu diffe´rent. La syme´trie par
rapport au plan e´quatorial est impose´e. Par conse´quent, la meˆme onde se propagera dans les
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Fig. 5.10: Hauteur d’un cylindre ge´ostrophique h(s)/c en fonction du
rayon cylindrique s en pre´sence d’une graine de rayon 0.35c.
deux he´misphe`res. Braginsky [1970] conside´re que le couplage entre la graine et le fluide a`
l’inte´rieur du cylindre tangent e´tait suffisamment efficace pour que le fluide soit en rotation
solide a` la meˆme vitesse que la graine : ωg
± = ωgraine. Il re´soud l’e´quation d’onde (4.31) des
ondes de torsion avec une condition au cylindre tangent sur ωgraine. [Zatman et Bloxham, 1997]
ignorent l’inte´rieur du cylindre tangent et ne conside`rent la propagation d’ondes de torsion
qu’a` l’exte´rieur dy cylindre tangent. Buffett [1988] impose la continuite´ de ωg au cylindre
tangent et re´soud l’e´quation d’onde (4.31) se´pare´ment pour s < b et s > b (b est le rayon de la
graine). Finalement Mound et Buffett [2003] supposent ωg uniforme a` l’inte´rieur du cylindre
tangent, mais diffe´rente de la rotation de la graine ωgraine. L’e´volution de l’onde est estime´e
a` partir du couple e´lectromagne´tique total de la re´gion interne au cylindre tangent, qui est
relie´ a` dωg /ds|s=b+ .
Le mode`le de champ dynamo utilise´ dans ce travail est relativement faible au niveau de la
graine : les mode`les issus de simulation de la dynamo terrestre ont, en ge´ne´ral, un champ
magne´tique dix fois plus fort a` la graine. Le couplage e´lectromagne´tique du fluide avec la
graine est alors bien plus efficace que dans le cas pre´sent. Il est vraisemblable que les ondes
seraient re´fle´chies sur le cylindre tangent, plutoˆt que transmises a` l’inte´rieur.
5.6 Etude de la propagation en fonction de la conductivite´ du
manteau
La pre´sence d’une couche conductrice a` la base du manteau influence fortement la propagation
des ondes de torsion : le couplage e´lectromagne´tique noyau-manteau dissipe efficacement les
ondes de torsion. La Fig. 5.13 montre le moment cine´tique
L =
∫ 1
0
s3zT ωg ds (5.17)
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Fig. 5.11: Onde de torsion ωg dans un noyau avec graine, a` diffe´rents temps, en
fonction du rayon cylindrique s, dans les he´misphe`res Nord (+) et Sud (o) pour
le profil initial (5.11).. La fle`che indique le sens de la propagation.
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Fig. 5.12: Propagation a` l’inte´rieur du cylindre tangent, dans les he´misphe`res Nord (+) et Sud
(o) pour le profil initial (5.11). En abscisse, le rayon cylindrique s.
pour diffe´rentes valeurs de la conductance σm∆ de la couche conductrice a` la base du manteau.
Comme le moment cine´tique initial de´pend du profil initial de vitesse ge´ostrophique, il a e´te´
normalise´ a` l’unite´. Le moment cine´tique ne tend vers ze´ro que pour des temps tre`s long. Au
bout d’une centaine d’anne´es, les cylindres ge´ostrophiques sont presque en rotation solide,
laquelle tend a` disparaˆıtre lentement au cours du temps. Les re´sultats obtenus sont cohe´rents
avec l’e´tude du couple e´lectromagne´tique mene´e par Buffett [1988]. Une partie de l’e´nergie
des ondes sert a` entraˆıner la graine par couplage magne´tique.
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Fig. 5.13: Moment cine´tique normalise´ L a` l’unite´ en l’absence de dissipation (trait plein) en
fonction du temps (en anne´es). La conductance σm∆ de la couche conductrice a` la base du
manteau est de 3.4 106 S (o), 3.4 107 S (pointille´), 3.4 108 S (+) et 3.4 109 S (4).
5.7 Variation se´culaire due aux ondes de torsion
Dans le cas d’un manteau isolant, le champ magne´tique induit par la propagation des ondes de
torsion dans le noyau est de´compose´ en harmoniques sphe´riques a` la frontie`re noyau-manteau
puis remonte´ a` la surface de la Terre dans les observatoires. La Fig. 5.14 pre´sente la variation
se´culaire du champ duˆe aux ondes de torsion pour les meˆmes observatoires que dans l’e´tude
de Bloxham et al. [2002]. Dans cette e´tude, il est montre´ que l’onde de torsion particulie`re
e´tudie´e par Bloxham et al. [2002] peut de´crire la composante Y de la variation se´culaire de
CLF ou` il y a plusieurs secousses, tout en de´crivant la composante Y de la variation se´culaire
de MCQ (ˆıle Macquarie) ou` il n’y a pas de secousses. Par contre, il n’est pas suˆr que le champ
de vitesse zonale pre´ce´dent soit une onde de torsion.
Les re´sultats de Bloxham et al. [2002] ne sont pas retrouve´s, d’une part parce que le profil
initial est difffe´rent du leur, et d’autre part, parce que le mode`le de champ magne´tique dans
le noyau est aussi diffe´rent du leur.
Les ondes de torsion n’induisent aucun champ magne´tique zonal dans leur propagation. La
Fig. 5.15 repre´sente le spectre de la variation se´culaire de la Fig. 5.14a, a` un instant donne´.
La forme du spectre de´pend beaucoup de l’endroit ou` l’onde est la plus significative dans le
noyau.
5.8 Vers une inversion . . .
L’e´quation d’onde des ondes de torsion (4.31)
s3zT
∂2 ωg
∂t2
=
∂
∂s
(
s3zT {B2s}
∂ ωg
∂s
)
− s
3
zT
Ψ(ΣB2r )
∂ ωg
∂t
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Fig. 5.14: Variation se´culaire (T.an−1) duˆe aux ondes de torsion a`
Chambon-La-Foreˆt (CLF) et dans l’ˆıle Macquarie au cours du temps (en
anne´es) avec le profil initial (5.11). Br (trait plein), Bθ (+) et Bφ (o).
peut eˆtre inte´gre´e en vue d’essayer d’obtenir {B2s}(s) dans le noyau et la conductivite´ du
manteau via Σ (cf de´finition (5.10)). En inte´grant, on obtient∫ s
0
s3zT
∂2 ωg
∂t2
ds =
[
s3zT {B2s}
∂ ωg
∂s
]s
0
−
∫ s
0
s3
zT
Ψ(ΣB2r )
∂ ωg
∂t
ds
avec la condition aux limites (4.33). Cette inversion est accompagne´e de contraintes : la
valeur de {B2s} doit eˆtre positive et e´volue´e tre`s lentement au cours d’un sie`cle, la valeur de
Ψ(ΣB2r ) doit aussi eˆtre positive et relativement faible. On peut tester les contraintes sur {B2s}
facilement : un mode`le de champ de vitesse a` la surface du noyau (communication personnelle
d’Alexandra Pais) permet d’e´valuer a` la fois la de´rive´e partielle de second ordre en temps de
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Fig. 5.15: Spectre (T2) de la variation se´culaire associe´e a` une onde de torsion en fonction du
degre´ l des harmoniques sphe´riques, apre`s une e´volution pendant 60 ans du profil initial (5.11).
La forme su spectre varie au cours du temps.
la vitesse ge´ostrophique ainsi que sa de´rive´e spatiale. On repre´sente pour cela la quantite´
s3zT
∂ ωg
∂s
(5.18)
et la quantite´ ∫ s
0
s3zT
∂2 ωg
∂t2
ds (5.19)
Pour avoir la quantite´ {B2s} positive les deux quantite´s repre´sente´es sur la Fig. 5.16 doivent
avoir le meˆme signe. En 1970, les deux quantite´s ont un signe oppose´ (cf Fig. 5.16), tandis
que cinq ans plus tard, c’est le contraire. De plus, la quantite´ {B2s} doit e´voluer lentement,
car elle repre´sente une partie du champ principal, qui devrait eˆtre relativement constant sur
des e´chelles de temps aussi courtes.
Il serait inte´ressant de rajouter les variations de moment cine´tique de la Terre dans cette
inversion pour voir si la diffe´rence est toujours aussi grande (cf Eq. 4.31). Le fait que les deux
quantite´s (5.18) et (5.19) soient de meˆme signe pourrait eˆtre une contrainte dans les inversions
de l’e´quation de la variation se´culaire du champ magne´tique
∂Br
∂t
= − div (~uHBr)
qui permettent de remonter au champ de vitesse a` la surface du noyau. A terme, de telles
inversions devraient permettre de connaˆıtre la quantite´ {B2s}(s) dans le noyau.
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Fig. 5.16: Quantite´s s3zT
∂ ωg
∂s
(+) et
∫ s
0
s3zT
∂2 ωg
∂t2
ds (trait plein) en
fonction du rayon cylindrique s.
Troisie`me partie
Un me´canisme d’excitation
des ondes de torsion
Chapitre 6
Re´ponse du noyau
a` des syste`mes de courants externes
module´s par le cycle solaire
6.1 Les anneaux de courants externes
Comme on l’a vu a` la section 1.3, il y a trois syste`mes de courants qui se rebouclent en grande
partie sur eux-meˆmes malgre´ les diffe´rents couplages entre ces diffe´rents syste`mes de courants.
Il s’agit de l’e´lectrojet e´quatorial, des anneaux auroraux conjugue´s et de l’anneau de courant
magne´tosphe´rique. Tous ces syste`mes cre´ent, plus ou moins localement, un champ magne´tique
a` la surface de la Terre de l’ordre de 20 nT.
6.1.1 Mode´lisation d’un anneau de courant
Bien que l’anneau de courant magne´tosphe´rique s’e´tende plus loin dans la direction oppose´e
au soleil, ces trois syste`mes de courant seront mode´lise´s par une simple boucle de courant cir-
culaire. On pourra trouver dans [Boteler et al., 2000; Doumouya et al., 2003] des ame´liorations
de la boucle de courant, prenant en compte l’extension en latitude de l’e´lectrojet e´quatorial,
par exemple.
Le champ magne´tique cre´e´ par une boucle de courant se calcule a` partir de son potentiel
vecteur [Jackson, 1975; Fujii et Schultz, 2002]
~A(M) =
µ0
4pi
∫ ~j(~r ′)
|~r − ~r ′|dV
′
calcule´ au point M de coordonne´s (r, θ, φ). Ce point est pointe´ par le rayon vecteur ~r. Les
notations (( prime )) de´crivent la distribution des courants, de densite´ ~j(~r ′). ~r ′ est le rayon
vecteur pointant sur la distribution de courants. L’inte´grale porte sur l’espace entier. Les
notations se retrouvent sur la Fig. 6.1.
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Fig. 6.1: Sche´ma et notations d’un anneau de courant.
Dans le re´fe´rentiel magne´tique (je garde la meˆme terminologie que dans l’appendice B) dont
l’axe vertical est aligne´ avec l’axe du dipoˆle magne´tique, la boucle de courant est caracte´rise´e
par la distance d = ‖−−→OP‖ et par le demi-angle au sommet θc. Comme la distribution des
courants est zonale et invariante par rotation autour de l’axe vertical, il suffit de calculer la
composante Aφ du potentiel vecteur :
Aφ =
µ0
4pi
∫
jφ(~r
′)
|~r − ~r ′|dV
′~eφ ′ · ~eφ
La densite´ de courant de´crivant l’anneau est
jφ = I
δ(r′ − a)
a
δ(θ′ − θc)
ou` la distribution δ(x) est la distribution de Dirac. L’inte´gration donne
Aφ =
µ0Id sin θc
pi
√
r2 + d2 − 2dr cos(θ + θc)
(2− k2)K(k)− 2E(k)
k2
avec
k2 =
4dr sin θ sin θc
r2 + d2 − 2dr cos(θ + θc)
Les fonctions K(k) et E(k) sont des inte´grales elliptiques comple`tes, respectivement de pre-
mie`re et deuxie`me espe`ce. L’inte´grale elliptique comple`te de troisie`me espe`ce est note´e Π(x, k).
Elle intervient dans le calcul des composantes du champ magne´tique associe´ au potentiel vec-
teur ~A.
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K(k) =
∫ pi/2
0
dψ√
1− k2 sin2 ψ
E(k) =
∫ pi/2
0
√
1− k2 sin2 ψ dψ
Π(x, k) =
∫ pi/2
0
dψ
(1 + x sin2 ψ)
√
1− k2 sin2 ψ
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Fig. 6.2: Champ magne´tique (en nT) en fonction de la colatitude (o), cre´e´ par les anneaux
auroraux conjugue´s : composante radiale (trait plein), orthoradiale (+) et azimutale
(pointille´). La composante orthoradiale a e´te´ de´cale´e de -20 nT pour une meilleure lecture.
Les composantes du champ magne´tique s’expriment en fonction de deux combinaisons de ces
fonctions
f(k) = (2− k2)K(k)− 2E(k)
g(k) = −2E(k)− k2K(k) + (2− k2)Π(−k2, k)
Comme ~be = rot ~A, on obtient le champ magne´tique cre´e´ dans tout l’espace par une boucle
de courant
be,r =
µ0I
4pir2 sin θ
√
r2 + d2 − 2dr cos(θ + θc)
∗
(
dr sin(θ + θc)f(k) +
(r2 + d2) cos θ − 2dr cos θc
2 sin θ
g(k)
)
be,θ =
−µ0I
4pir sin θ
√
r2 + d2 − 2dr cos(θ + θc)(
(r − d cos(θ + θc))f(k) + (d
2 − r2)
2r
g(k)
)
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I (A) h (km) θc (
o)
e´lectrojet e´quatorial 10 000 100 90
anneaux auroraux 37 000 400 23
anneau magne´tosphe´rique 1.2 106 5a 90
Tab. 6.1: Valeurs retenues pour les diffe´rents anneaux : l’intensite´ I, la hauteur
h et le demi-angle au sommet θc (colatitude).
Pour finir de de´crire ce champ, il faut connaˆıtre trois parame`tres : l’intensite´ I de l’anneau,
l’altitude h de l’anneau qui donne la distance caracte´ristique d = a + h, et le demi-angle au
sommet θc (colatitude).
6.1.2 Comparaison des anneaux de courants
Les valeurs retenues de ces parame`tres ont e´te´ de´termine´s de la manie`re suivante : la hauteur
h et l’angle θc ont e´te´ de´termine´s par [Fujii et Schultz, 2002] pour les anneaux auroraux.
Pour les deux autres anneaux, un angle θc = 90
o a e´te´ retenu. Une hauteur h de 100 km
a e´te´ choisi pour l’e´lectrojet e´quatorial, a` partir des profils de conductivite´ en fonction de
l’altitude a` l’e´quateur (cf section 1.3.3). L’intensite´ a finalement e´te´ de´termine´e pour avoir un
maximum de la composante horizontale de 20 nT a` la surface de la Terre. La Fig. 6.2 pre´sente
le champ obtenu pour les anneaux auroraux dans le re´fe´rentiel magne´tique. Pour l’anneau de
courant magne´tosphe´rique, l’intensite´ de la partie syme´trique de cet anneau est estime´e dans
[Le et al., 2004]. Elle est fixe´e a` 1.2 106 A. On de´termine alors h pour avoir un maximum de
la composante horizontale de 20 nT a` la surface de Terre. Les valeurs retenues sont pre´sente´es
dans le tableau 6.1.
La modulation par le cycle solaire est obtenue en modulant l’amplitude des composantes du
champ magne´tique par une sinuso¨ıde a` 11 ans.
Si on suppose le manteau isolant, on peut e´valuer la contribution de chaque syste`me de
courants a` la surface du noyau, et en particulier a` l’e´quateur. En effet, c’est la` que l’inertie
des cylindres ge´ostrophiques est minimum. Les diffe´rents contributions sont repre´sente´es sur
la Fig. 6.3. Comme l’anneau de courant magne´tosphe´rique est loin de la Terre, il cre´e a` peu
pre`s le meˆme champ a` la surface de la Terre qu’a` la surface du noyau. C’est donc ce syste`me
de courant qui aura la contribution la plus importante a` ce me´canisme d’excitation des ondes
de torsion.
On obtient les coefficients du de´veloppement en harmoniques sphe´riques du potentiel ma-
gne´tique a` partir de ceux de la composante radiale du champ cre´e´ par l’anneau de courant
magne´tosphe´rique.
Dans le re´fe´rentiel magne´tique, on obtient les coefficients du tableau 6.2, et dans le re´fe´rentiel
terrestre, les coefficients obtenus sont pre´sente´s dans le tableau 6.3. Les notations sont celles
de [Jacobs, 1987, Chap. 4, Eq. (20)].
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Fig. 6.3: Composante be,θ (nT) a` la surface du noyau en fonction de la colatitude (o)
pour l’anneau de courant magne´tosphe´rique (trait plein), les anneaux auroraux (+) et
l’e´lectrojet e´quatorial (pointille´), dans le re´fe´rentiel terrestre.
q01 = 9.86 nT
q02 = 0
q03 = −0.21 nT
q04 = 0
q05 = 0.005 nT
q06 = 0
Tab. 6.2: De´veloppement en harmoniques sphe´riques du champ magne´tique
cre´e´ par l’anneau de courant magne´tosphe´rique a` la surface de la Terre dans le
re´fe´rentiel ge´omagne´tique.
6.2 Re´ponse d’un noyau solide a` une excitation externe
On conside`re, dans un premier temps, un noyau solide ; ce qui revient a` ne´gliger les effets
hydrodynamiques du noyau. Le manteau est isolant. Les calculs ont e´te´ faits dans le chapitre
3.3.
Le champ magne´tique externe excitateur, de la forme be e
iωt, peut pe´ne´trer le noyau sur une
e´paisseur de peau δ, de´pendant de la fre´quence de l’excitation ainsi que de la conductivite´ du
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q01 = 9.67 nT
q11 = 0.64 nT
q02 = 0
q12 = 0
q22 = 0
q03 = −0.19 nT
q13 = −0.030 nT
q23 = 0.010 nT
q33 = 0.001 nT
q04 = 0
q14 = 0
q24 = 0
q34 = 0
q44 = 0
q05 = 0.0034 nT
q15 = 0.0010 nT
q25 = −0.0006 nT
q35 = −0.0001 nT
q45 < 10
−4 nT
q55 < 10
−4 nT
s01 = 0
s11 = 1.77 nT
s02 = 0
s12 = 0
s22 = 0
s03 = 0
s13 = −0.083 nT
s23 = −0.0089 nT
s33 = 0.0005 nT
s04 = 0
s14 = 0
s24 = 0
s34 = 0
s44 = 0
s05 = 0
s15 = 0.0028 nT
s25 = 0.0005 nT
s35 < 10
−4 nT
s45 < 10
−4 nT
s55 < 10
−4 nT
Tab. 6.3: Coefficients du de´veloppement en harmoniques sphe´riques
du potentiel magne´tique externe de l’anneau de courant
magne´tosphe´rique dans le re´fe´rentiel terrestre.
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noyau (cf Eq. (3.23))
δ =
√
η
T
pi
Si η = 1 m2.s−1 et T = 11 ans, alors δ = 10 km. Dans cette fine coquille a` la surface du
noyau, les courants induits sont zonaux dans le re´fe´rentiel magne´tique. Ce re´fe´rentiel fait
un angle θ0 = 11
o avec l’axe de rotation de la Terre. Dans ce repe`re magne´tique, avec une
approximation de couche limite, les courants sont proportionnels a` (cf Eq. (3.34))
be
δ
e−(c−r)/δ ~eφ′
avec toujours la notation (( prime )) pour le re´fe´rentiel magne´tique. Ceci ne change pas dans
le cas d’un manteau conducteur dont la conductivite´ ne de´pend que du rayon.
Les courants induits par le champ externe dans le noyau interagissent avec le champ magne´-
tique ambiant du noyau pour acce´le´rer les cg. L’ordre de grandeur des vitesses ge´ostrophiques
est donne´ par
ρ
∂ug
∂t
∼ 1
4pizT
∫ zT
−zT
∮
(~j ∧ ~B)φ dφdz (6.1)
La partie azimutale de la force de Lorentz est e´value´e par
(~j ∧ ~B)φ =
(
~je ∧ ~B0
)
φ︸ ︷︷ ︸
beB0,r
µ0δ
+
(
~ji ∧~be
)
φ︸ ︷︷ ︸
beB0,r
µ0c
+
(
~ji ∧ ~B0
)
φ︸ ︷︷ ︸∮
( )dφ = 0
+
(
~je ∧~be
)
φ︸ ︷︷ ︸
b2e
µ0δ
L’inte´gration sur la hauteur d’un cg n’est significative que sur la hauteur δz = δ cos θ L’inte´-
grale de surface (6.1) est divise´e par la hauteur zT = c cos θ (θ est la colatitude), ainsi
ρ
∂ug
∂t
∼ (~j ∧ ~B)φ δ
c
∼ beB0,r
µ0c
a` l’ordre 0 en δ/c. Le temps caracte´ristique T est construit sur la pe´riode des ondes de torsion
a` l’e´quateur : T = c
√
µ0ρ/B0,r. Ceci est une bonne approximation car c’est la` que les ondes
de torsion sont pre´fe´rentiellement excite´es. Elles y ont une inertie minimum. D’ou`
ug ∼ be√
µ0ρ
D’un point de vue ge´ophysique, avec be = 4 nT, on obtient dans un noyau solide
ug ∼ 10−8 m.s−1
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Fig. 6.4: Coupe e´quatoriale de la frontie`re noyau-manteau.
6.3 Prise en compte des effets hydrodynamiques,
ge´ome´trie sphe´rique
On se place maintenant en ge´ome´trie sphe´rique : une coupe e´quatoriale sche´matique de la
frontie`re noyau-manteau est pre´sente´e Fig. 6.4.
On conside`re l’interaction entre le champ dynamo et la perturbation. Cette interaction peut
eˆtre conside´re´e suivant deux directions particulie`res : paralle`lement et perpendiculairement au
dipoˆle e´quatorial ~de (cf Fig. 6.5). Pour la partie du champ dynamo qui est coline´aire au dipoˆle
e´quatorial, c’est la partie de la perturbation excitatrice qui est orthogonale a` cette direction
qui compte dans le me´canisme, car les ondes d’Alfve`n sont transverses ; et vice versa.
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Fig. 6.5: Projection du dipoˆle ~d en sa partie e´quatoriale (~de) et axiale (~dz).
On se restreint, pour l’instant, a` l’interaction entre la perturbation exte´rieure e´quatoriale
(donc en m = 1) et la partie du champ dynamo d’ordre m = 1. Cette partie est de la forme
a(t) cosφ+ b(t) sinφ (6.2)
avec [
a(t)
b(t)
]
=
l∗∑
l=1
(l + 1)
( c
a
)l+2 [ g1l (t)
h1l (t)
]
P 1l (0)
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Les termes de degre´ pair ne contribuent pas car P 12n(0) = 0 a` l’e´quateur.
Les mode`les de champ gufm1 [Jackson et al., 2000] et CM4 [Sabaka et al., 2004] ont e´te´
utilise´s pour avoir les coefficients d’ordre m = 1 au cours du temps.
On peut avoir une ide´e de l’efficacite´ de ce me´canisme d’excitation au cours du XXe`me sie`cle en
regardant l’e´volution temporelle de (6.2) paralle`lement (B0,//) et perpendiculairement (B0,⊥)
a` ~de. Comme la direction de l’axe du dipoˆle n’a quasiment pas change´ au cours du XX
e`me
sie`cle (cf Fig. B.1), on peut conside´rer la direction ~de constante.
~de =
[
de,x
de,y
]
avec de,x = 0.34 et de,y = −0.94, ce qui correspond a` un dipoˆle de longitude φ0 = −70o.
Evolution temporelle de B0,//
La partie du champ dynamo paralle`le au dipoˆle e´quatorial interagit avec la partie de la
perturbation exte´rieure qui lui est orthogonale
B0,//(t) = ~de ·
[
a(t)
b(t)
]
= de,x a(t) + de,y b(t)
La courbe obtenue est pre´sente´e Fig. 6.6.
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Fig. 6.6: Evolution au cours du XXe`me sie`cle de la partie du champ dynamo (m = 1)
paralle`le au dipoˆle e´quatorial (B0,//, en nT), calcule´e avec gufm1 (l
∗ = 13,+) et CM4
(l∗ = 13, trait plein) ou (l∗ = 11, pointille´). l∗ est le degre´ de troncature du de´veloppement.
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Evolution temporelle de B0,⊥
La partie du champ dynamo orthogonale au dipoˆle e´quatorial interagit avec la partie de la
perturbation exte´rieure qui est paralle`le au dipoˆle e´quatorial
B0,⊥(t) =
[ −de,y
de,x
]
·
[
a(t)
b(t)
]
= de,x b(t)− de,y a(t)
La courbe obtenue est pre´sente´e Fig. 6.7.
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Fig. 6.7: Evolution au cours du XXe`me sie`cle de la partie du champ dynamo (m = 1)
orthogonale au dipoˆle e´quatorial (B0,⊥, en nT), calcule´e avec gufm1 (l
∗ = 13,+) et CM4
(l∗ = 13, trait plein) ou (l∗ = 11, pointille´). l∗ est le degre´ de troncature du de´veloppement.
La partie du champ dynamo orthogonale au dipoˆle e´quatorial (B0,⊥) est dix fois plus grande
que la partie paralle`le (B0,//). C’est elle qui va avoir la contribution la plus importante au
me´canisme d’excitation des ondes de torsion. C’est donc la partie de la perturbation exte´rieure
qui a la polarisation dans le plan tangent a` la frontie`re noyau-manteau qui va pre´fe´rentielle-
ment eˆtre transmise au noyau.
6.4 Le code IMPULse
Le code OTg (cf section 5.2.5) a e´te´ adapte´ a` une e´tude fre´quentielle pour devenir le code
IMPULse qui de´termine la re´ponse impulsionnelle du noyau a` une perturbation externe.
On re´soud toujours les deux e´quations aux de´rive´es partielles couple´es (5.12) et (5.13) rappe-
le´es ici
R0
∂ug
∂t
=
1
4pizT
∫ zT
−zT
∮
(~j ∧ ~B)φ dφdz (6.3)
∂~b
∂t
= rot
(
ug~eφ ∧ ~B
)
+R0 ∆~b (6.4)
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Cette perturbation externe est un champ magne´tique cre´e´ par l’anneau de courant magne´to-
sphe´rique (cf section 6.1.2). Ce champ est domine´ par le terme dipolaire q01 dans le re´fe´rentiel
ge´omagne´tique (cf Tab. 6.2). Dans le re´fe´rentiel terrestre, le champ est repre´sente´ par les
termes q01, q
1
1 et s
1
1. On regarde l’interaction de la partie e´quatoriale (l = 1, m = 1) de ce
dipoˆle avec les termes d’ordre m = 1 du champ dynamo qui n’est plus axisyme´trique. Plus
ge´ne´ralement, le code est pre´vu pour une excitation externe d’ordre m impair quelconque.
Dans le noyau, la perturbation ~b est de´compose´e en ses parties toro¨ıdale t et polo¨ıdale p sous
la forme
t = t(r) Pml (cos θ)Re[( taml +i tbml )eimφ]
p = p(r) Pml (cos θ)Re[( paml +i pbml )eimφ]
ou` les coefficients xa
m
l et xb
m
l sont re´els ; Re de´signe la partie re´elle d’un nombre complexe.
En ce qui concerne les conditions aux limites, le champ magne´tique se raccorde toujours sur
un manteau isolant. La condition aux limites sur la partie toro¨ıdale est toujours
t|r=c = 0
Par contre, la condition aux limites sur la partie polo¨ıdale change a` cause de la perturbation
externe. La nouvelle condition aux limites est e´crite sur le potentiel magne´tique ψt, lequel est
de´compose´ en sa partie interne et sa partie excitatrice externe dans le manteau isolant
ψt = ψi + ψe
ψe est connu a` la frontie`re noyau-manteau, ψt et sa de´rive´e radiale sont continuent a` la
traverse´e de la frontie`re noyau-manteau. La partie interne ve´rifie la meˆme relation que le
polo¨ıdal (3.17), puisque ils sont relie´s par (3.15). On en de´duit a` partir du de´veloppement en
harmoniques sphe´riques du potentiel que
∂ψt
∂r
∣∣∣∣
r=c
= −(l + 1)ψi + lψe
= −(l + 1)ψt + (2l + 1)ψe
dans le cas ou` l = 1. Pour les autres degre´s l, ψe = 0. Le calcul du terme diffusif fait apparaˆıtre
le calcul du laplacien du potentiel. Dans une approximation de couche limite, seules les de´rive´es
radiales ont e´te´ conserve´es, il reste a` calculer
∂2ψt
∂r2
∣∣∣∣
r=c
+
2
r
∂ψt
∂r
∣∣∣∣
r=c
Le dernier terme est connu. Quant au premier, il est calcule´ par diffe´rence finie
∂2ψt
∂r2
∣∣∣∣
r=c
=
1
δr
(
∂ψt
∂r
∣∣∣∣
r=c−δr
− ∂ψt
∂r
∣∣∣∣
r=c
)
La grille radiale n’est pas uniforme pour permettre de re´soudre correctement les couches
limites. La condition a` l’e´quateur pour la vitesse ge´ostrophique est donne´e par (4.35).
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L’interaction joue sur les ordres m impairs. Le reste du champ dynamo, d’ordre pair, est
repre´sente´ par un champ magne´tique fictif en m = 0, qui a le meˆme {B2s}(s) que la partie en
m pair du champ dynamo (cf section 5.3).
La vitesse ge´ostrophique est toujours de´compose´e en sa partie syme´trique et anti-syme´trique
par rapport au plan e´quatorial.
La re´ponse impulsionnelle est obtenue par une fonction Dirac δ(t) repre´sente´e comme une
gaussienne
δ(t) = lim
→0+
e−t
2/
√
pi
Le programme commence au temps t0 ne´gatif : comme la gaussienne a son maximum au temps
t = 0, il faut commencer avant pour de´crire correctement l’impulsion. Les re´sultats convergent
de`s que t0 ∼ −3. Le programme fournit la fonction de Green (re´ponse impulsionnelle) G(t′)
pour la vitesse ge´ostrophique, le champ magne´tique induit par l’onde . . . D’une manie`re
ge´ne´rique, la fonction y(t) est obtenu en convoluant la fonction de Green correspondante
Gy(t
′) avec la perturbation externe be
y(t) =
∫ T ′
t′
0
Gy(t
′)be(t− t′) dt′
ou` T est la dure´e de calcul.
6.5 Re´sultats
6.5.1 Excitation a` l’e´quateur
Comme dans le cas d’un noyau solide (cf section 6.2), la perturbation magne´tique pe´ne`tre
dans le noyau a` l’e´quateur. C’est la` que l’inertie des cylindres ge´ostrophiques est minimum.
La Fig. 6.9 repre´sente le de´but de la re´ponse impulsionnelle du noyau, a` partir du moment ou`
la gaussienne passe par son maximum en t = 0. Une carte de propagation est pre´sente´e Fig.
6.8.
Dans le cas d’une perturbation en l = 2 et m = 1, qui est nulle a` l’e´quateur, quasiment aucune
propagation d’onde n’est observe´e (cf Tab. 6.5).
6.5.2 Propagation vers le coeur du noyau
La Fig. 6.10 de´crit les diverses phases de la pe´ne´tration de la perturbation magne´tique ex-
te´rieure dans le noyau. En (a) et (b), la pe´ne´tration est transporte´e par les ondes d’Alfve`n
dans le noyau. On pourra noter l’invariance en z des ondes. Un peu plus loin a` l’inte´rieur du
noyau, en (c) et (d), le cisaillement du champ dynamo par ces ondes commence a` se voir. Il
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Fig. 6.8: Re´ponse impulsionnelle d’un noyau avec graine au me´canisme d’excitation au cours
du temps (en anne´es). L’e´chelle de couleur donne la valeur de l’amplitude de l’onde ωg a` un
facteur 10−12 pre`s. La partie exte´rieure au cylindre tangent est la meˆme dans les deux parties
de l’image. Cette partie est comple´te´e par la partie interne au cylindre tangent dans
l’he´misphe`re pre´cise´ par Nord ou Sud.
y a alors perte de l’invariance en z. Les structures obtenues refle`tent la ge´ome´trie du champ
dynamo.
Lorsque l’onde arrive sur le cylindre tangent, une partie est transmise a` l’inte´rieur, tandis
que le reste est re´fle´chit vers l’e´quateur, et ainsi de suite. On peut observer ainsi plusieurs
aller-retour de l’onde, pour un nombre de Rossby de R0 = 5.95 10
−10 repre´sentatif du cas
terrestre.
6.5.3 A l’inte´rieur du cylindre tangent
Contrairement au cas avec profil initial (code OTg), pour le meˆme nombre de Rossby R0 =
10−9, l’onde de torsion pe´ne`tre les deux he´misphe`res. Dans l’he´misphe`re Nord, ou` {B2s} est
plus faible (cf Fig. 5.2), la tension magne´tique entre cylindres est moindre et l’onde y pe´ne`tre
avec une longueur d’onde plus grande que dans l’he´misphe`re Sud.
6.5.4 Amplitude des vitesses ge´ostrophiques
Une fois obtenue la re´ponse impulsionnelle obtenue (un exemple en est donne´ Fig. 6.12), il ne
reste plus qu’a` la convoluer par une sinuso¨ıde a` 11 ans pour obtenir l’amplitude du signal. Les
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Fig. 6.9: Re´ponse impulsionnelle du noyau a` diffe´rents temps proches de ze´ro, en fonction du
rayon cylindrique s. La fle`che indique le sens de propagation.
α0 α s = 0.5 s = 0.75 s = 0.95
1 1 2 10−9 2 10−9 1.1 10−8
2 1 5.4 10−9 4.6 10−9 7.4 10−9
0.5 1 8.4 10−9 9.2 10−9 1.4 10−8
0.5 2 8.4 10−9 9.2 10−9 1.4 10−8
Tab. 6.4: Amplitudes de c ωg (en m.s−1) pour trois valeurs du rayon s de la
perturbation (l = 1, m = 1). Les coefficients α0 et α interviennent dans le champ
dynamo (6.5).
vitesses obtenues par ce me´canisme sont pre´sente´es dans le tableau 6.4 pour une perturbation
en l = 1, m = 1 et dans le tableau 6.5 pour une perturbation en l = 2, m = 1. Dans les
re´sultats pre´sente´s dans le tableau 6.4, plusieurs mode`les de champ magne´tique dans le noyau
ont e´te´ teste´s. Le champ dynamo est construit a` partir du mode`le de´crit
B0 = α0
l∗∑
l=1
B0l + αB
1
l (6.5)
La condition a` l’e´quateur (4.35) est compatible avec une mise a` l’e´chelle de ωg par be et une
mise a` l’e´chelle de la longueur d’onde des ondes de torsion par le champ dynamo, exactement
comme dans le cas carte´sien.
α0 α s = 0.5 s = 0.75 s = 0.95
1 1 7.4 10−10 7.2 10−10 7.6 10−10
Tab. 6.5: Amplitudes de c ωg (en m.s−1) pour trois valeurs du rayon s de la
perturbation (l = 2, m = 1). Les coefficients α0 et α interviennent dans le champ
dynamo (6.5).
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(a) t = 0.68 ans (b) t = 1.36 ans
(c) t = 4.78 ans (d) t = 6.83 ans
Fig. 6.10: Pe´ne´tration de la perturbation magne´tique radiale (re´ponse impulsionnelle),
dans le plan me´ridien perpendiculaire au dipoˆle e´quatorial ~de (φ = 20
o), a` diffe´rents
instants, pour un noyau de conductivite´ 7.5 105 S.m−1. Echelle des couleurs : rouge pour
les valeurs positives, vert pour les valeurs ne´gatives et jaune proche de ze´ro. Les valeurs en
rouge et en vert sont du meˆme ordre de grandeur. Les valeurs n’ont pas de sens imme´diat
car il faut convoluer cette re´ponse impulsionnelle par un signal a` la bonne pe´riode pour
avoir l’amplitude de la perturbation magne´tique.
160 Re´ponse du noyau a` des courants externes
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
-1e-12
-5e-13
0
5e-13
ω
g
(s
,
t
=
2
3
.8
a
n
s
)
 
	 
s
Fig. 6.11: Re´ponse impulsionnelle du noyau a` t = 23.8 ans, en fonction du rayon cylindrique s.
He´misphe`re Nord (+) et Sud (o).
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Fig. 6.12: Re´ponse impulsionnelle pour ωg en s = 0.5 en fonction du temps (en anne´es).
6.5.5 Manteau conducteur
Dans le cas ou` l’effet des ondes de torsion serait important (comme on peut supposer qu’il
le soit, meˆme si ce n’est pas associe´ a` ce me´canisme), la pre´sence ou non d’un manteau
conducteur modifie la re´ponse magne´tique, associe´e aux ondes de torsion, qui est enregistre´e
dans les observatoires a` la surface de la Terre.
Bien que le me´canisme actuel ait un effet trop petit d’un point de vue ge´ophysique, on peut
appliquer les re´sultats de la section 3.3 et en particulier l’e´quation (3.37) a` ce me´canisme.
L’e´quation (3.37), rappele´e ci-dessous
iml (ω) =
(
d21 − βld22
d11 − βld12
)
εml (ω) +
[
d22 − d12
(
d21 − βld22
d11 − βld12
)]
αlc
m
l (ω) (6.6)
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fait intervenir trois jeux de coefficients : les coefficients εml du de´veloppement en harmoniques
sphe´riques du champ inducteur externe, les coefficients cml du champ magne´tique associe´ aux
processus du noyau (diffusion, ondes, . . .) et les coefficients iml du champ magne´tique induit
dans les observatoires a` la surface de la Terre par les deux champs magne´tiques pre´ce´dents a`
travers un manteau conducteur, lequel est pris en compte dans la matrice D de coefficients
d11, d12, d21 et d22.
Je pre´sente maintenant une application nume´rique de cette relation. Le code IMPULse rac-
corde le champ magne´tique a` un manteau isolant. Le mode`le de conductivite´ adopte´ pour le
manteau est le suivant
σm =
{
3 S.m−1 pour 3500 km < r < 5500 km
0 S.m−1 pour 5500 km < r < 6400 km
ce qui correspond a` une conductance de 6. 106 S. D’apre`s la section 5.6, une telle conductance
ne dissipe presque pas les ondes de torsion. La condition de raccordement du code IMPULse
sur un manteau isolant reste correcte.
Les coefficients εml , c
m
l et i
m
l sont associe´s a` un de´veloppement en harmoniques sphe´riques du
type (3.27) en eimφ. On peut e´tablir une e´quivalence entre ce pre´ce´dent de´veloppement et un
de´veloppement du type (1.2) en cos(mφ) et sin(mφ). Dans ce cas, on obtient les e´quivalences
suivantes entre les coefficients
εml ←→ {qml , sml }
cml ←→ {gml,c, hml,c}
iml ←→ {gml , hml }
via les relations de passage (3.28) et (3.29).
Le tableau 6.6 pre´sente la re´ponse (gml , h
m
l ) a` la surface de la Terre dans les observatoires
pour un champ inducteur (qml , s
m
l ) et une re´ponse du noyau (g
m
l,c, h
m
l,c) de´termine´e par le code
IMPULse. Les coefficients (q11, s
1
1) repre´sentent une perturbation externe d’amplitude 4 nT.
6.6 Conclusions
Ce me´canisme d’excitation e´tablit un lien entre les syste`mes de courant externes et le noyau,
malgre´ l’isolement du noyau. D’un point de vue ge´ophysique, les vitesses ge´ophysiques as-
socie´es a` ce me´canisme, de l’ordre de 10−8 m.s−1, sont trois a` quatre ordres de grandeur
infe´rieures a` l’amplitude de la de´rive vers l’ouest. Ce me´canisme est d’autant plus efficace que
la pe´riode excitatrice est grande.
A de telles pe´riodes, le champ du noyau participe pleinement au champ magne´tique mesure´
a` la surface de la Terre. L’influence d’un manteau conducteur a e´te´ prise en compte, malgre´
la faible amplitude des vitesses ge´ostrophiques obtenues par le me´canisme d’excitation.
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l m qml (nT) s
m
l (nT) g
m
l,c (nT) h
m
l,c (nT) g
m
l (nT) h
m
l (nT)
1 0 – – – – – –
1 1 1.370 -3.760 6.358 10−3 -1.649 10−2 1.146 10−1 -3.146 10−1
2 0 – – – – – –
2 1 – – 3.428 10−5 -1.818 10−5 -1.092 10−6 5.788 10−7
2 2 – – – – – –
3 0 – – – – – –
3 1 – – 2.201 10−4 -4.043 10−4 -3.424 10−6 6.288 10−6
3 2 – – – – – –
3 3 – – – – – –
4 0 – – – – – –
4 1 – – 1.191 10−5 -2.209 10−5 -9.242 10−8 1.714 10−7
4 2 – – – – – –
4 3 – – – – – –
4 4 – – – – – –
5 0 – – – – – –
5 1 – – 1.457 10−4 -1.331 10−4 -5.725 10−7 5.231 10−7
5 2 – – – – – –
5 3 – – – – – –
5 4 – – – – – –
5 5 – – – – – –
Tab. 6.6: Re´ponse magne´tique (gml , h
m
l ) a` la surface de la Terre dans les
observatoires pour un champ inducteur (qml , s
m
l ) et une re´ponse du noyau (g
m
l,c,
hml,c) de´termine´e par le code IMPULse. Les coefficients (q
1
1 , s
1
1) repre´sentent une
perturbation externe d’amplitude 4 nT. Les coefficients sont en nT.
Conclusions et perspectives . . .
Ce travail de the`se a porte´, en premier lieu, sur l’e´tude de la propagation des ondes de torsion
dans le noyau de la Terre. Le mode`le de champ magne´tique choisi pour le noyau est tel que
le champ magne´tique a la meˆme amplitude partout dans le noyau, alors que les mode`les
dynamo sont en ge´ne´ral dix fois plus forts a` la graine qu’a` l’e´quateur. Le couplage entre
la graine et le fluide e´tant sous-estime´, les ondes de torsion peuvent pe´ne´trer a` l’inte´rieur
du cylindre tangent pour des valeurs mode´re´es de la conductivite´ du noyau (la conductivite´
de la graine est identique a` celle du noyau). Il serait inte´ressant de changer de mode`le de
champ dynamo : en augmentant le champ radial a` la graine, le couplage entre la graine et le
noyau serait ame´liore´. On peut s’attendre a` ce que les ondes de torsion soient alors re´fle´chies
sur le cylindre tangent, produisant alors une re´sonance des ondes de torsion bien marque´e.
Une e´tude de la non-line´arite´ en champ magne´tique (on peut montrer que cette non-line´arite´
domine tre`s fortement la non-line´arite´ en vitesse ge´ostrophique) pourrait eˆtre faite.
La mise en e´vidence expe´rimentale des ondes de torsion n’a pas encore e´te´ re´alise´e. Il sera
peut-eˆtre possible de les voir dans l’expe´rience DTS mene´e au sein de l’e´quipe ge´odynamo
du LGIT a` Grenoble. Il s’agit d’une sphe`re remplie de sodium liquide avec une graine qui
a une aimantation permanente. Les ondes de torsion devraient avoir une pe´riode de l’ordre
du dixie`me de seconde. Cependant, le temps de diffusion magne´tique est du meˆme ordre de
grandeur. Une mode´lisation de cette expe´rience serait possible en adaptant les conditions aux
limites pour que le champ magne´tique ne se raccorde plus sur un manteau isolant, mais sur
une paroi conductrice.
Un me´canisme d’excitation des ondes d’Alfve`n dans le noyau a e´te´ pre´sente´ : l’anneau de
courant magne´tosphe´rique cre´e un champ magne´tique externe – module´ a` 11 ans par l’activite´
solaire – qui traverse le manteau et parvient a` exciter des ondes d’Alfve`n dans le noyau.
Cependant, les vitesses ge´ostrophiques obtenues sont trop petites pour eˆtre significatives d’un
point de vue ge´ophysique. On pourrait comparer le me´canisme d’excitation e´lectromagne´tique
e´tudie´ a` des forc¸ages me´caniques, variations du taux de rotation du manteau solide en re´ponse
aux moments oce´aniques et aux mare´es zonales de tre`s longues pe´riodes.
Il n’e´tait pas e´vident a priori que les vitesses ge´ostrophiques obtenues par ce me´canisme se
mettent a` l’e´chelle comme la perturbation externe, donnant exactement le meˆme re´sultat que
le cas carte´sien.
Le travail effectue´ sur les donne´es magne´tiques a permis de retrouver qualitativement des
donne´es de Harwood et Malin [1977]. Il serait inte´ressant de refaire leur inversion avec les
valeurs trouve´es pour voir comment est modifie´e la re´ponse e´lectromagne´tique Q du manteau.
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Le cycle a` 70 ans pre´dit par Rivin [1985] semble eˆtre de´tecte´ sur la longue se´rie magne´tique
de de´clinaison. L’e´tude des spectres du nombre de Wolf semble mettre en e´vidence le cycle a`
88 ans module´ par le cycle a` 2200 ans trouve´s dans les traceurs de l’activite´ solaire [Peristykh
et Damon, 2003].
Finalement, un projet ambitieux serait de reprendre l’inversion de Zatman et Bloxham [1997] :
le champ de vitesse obtenu a` la surface du noyau a` partir des donne´es magne´tiques et d’un
manteau conducteur pourrait eˆtre inverse´ pour obtenir la distribution de {B2s} dans tout le
noyau ( et pas seulement en dehors du cylindre tangent) ainsi que la conductivite´ a` la base
du manteau. L’inversion pourrait eˆtre contrainte : la distribution de {B2s} doit eˆtre positive
partout dans le noyau et n’e´voluer que tre`s lentement au cours du temps.
Quatrie`me partie
Annexes
Annexe A
Notations
~B champ magne´tique
~A potentiel vecteur magne´tique
Ψ potentiel magne´tique
P scalaire polo¨ıdal
T scalaire toro¨ıdal
a ou Rt rayon terrestre
c rayon du noyau
b ou rg rayon de la graine
jl(r) fonction de Bessel sphe´rique de premie`re espe`ce
nl(r) fonction de Bessel sphe´rique de deuxie`me espe`ce
i nombre imaginaire pur de module unite´, i2 = −1
cg cylindre ge´ostrophique
ν∗ viscosite´ cine´matique
ν = ν∗/ρ viscosite´ dynamique
σ conductivite´ e´lectrique
η = 1/(µ0σ) diffusivite´ magne´tique
Ψ(X) =
1
pi
∮ [
X(+zT ) +X(−zT )
]
dφ
{B2s}(s) =
1
4pizT
∫ zT
−zT
∮
B2s dφ dz
Fonctions associe´es de Legendre modifie´es pour le calcul de {B2s}
m = 0 P˜ 0l =
√
2P 0l
m > 0 P˜ml = P
m
l (A.1)
Annexe B
Passage du re´fe´rentiel magne´tique
au re´fe´rentiel
des cylindres ge´ostrophiques
Dans cette annexe, on suppose connue l’expression d’un champ magne´tique cre´e´ par un sys-
te`me de courants dans un re´fe´rentiel dit magne´tique, tel que l’axe z ′ est aligne´ avec l’axe
du dipoˆle (cf Fig. B.1). On cherche a` connaˆıtre l’expression de ce champ magne´tique dans le
re´fe´rentiel dit des cylindres ge´ostrophiques, tel que l’axe z est aligne´ avec l’axe de rotation ~Ω
de la Terre.
Si le champ magne´tique de de´part est connu par son de´veloppement en harmoniques sphe´-
riques, il peut eˆtre inte´ressant d’utiliser la me´thode nume´rique propose´e par Goldstein [1984].
Dans le re´fe´rentiel magne´tique (x′, y′, z′), un point M a pour coordonne´es sphe´riques (r, θ′, φ′)
tandis que ce meˆme point M , dans le re´fe´rentiel des cylindres ge´ostrophiques (x, y, z) a pour
coordonne´es sphe´riques (r, θ, φ). Soit,
−−→
OM = sin θ′ cosφ′~e
′
x + sin θ
′ sinφ′~e
′
y + cos θ
′~e
′
z dans (r, θ
′, φ′) (B.1)
= sin θ cosφ~ex + sin θ sinφ~ey + cos θ ~ez dans (r, θ, φ) (B.2)
B.1 Rotation de θ0
Par rotation de θ0 autour de l’axe x
′ (cf Fig. B.2), on de´place l’axe du dipoˆle dans le plan
me´ridien φ = 90o W (si θ0 est positif). Les vecteurs de base se transforment en
~e
′
x = ~ex
~e
′
y = cos θ0~ey − sin θ0~ez
~e
′
z = sin θ0~ey + cos θ0~ez
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Fig. B.1: Mouvement de l’axe du dipoˆle tous les 30 ans depuis
1600, calcule´ a` partir du mode`le gufm1, dans la re´gion du
Groe¨nland (abscisse longitude Est, ordonne´e latitude).
On reporte ces 3 relations dans l’e´quation (B.1) et on compare avec (B.2). Sur l’axe x′, on
obtient
sin θ′ cosφ′ = sin θ cosφ (B.3)
A partir des relations obtenues sur les axes y′ et z′, on obtient par diffe´rentes combinaisons
line´aires
sin θ′ sinφ′ = cos θ0 sinφ sin θ − sin θ0 cos θ (B.4)
cos θ′ = sin θ0 sin θ sinφ+ cos θ0 cos θ (B.5)
(sin θ′)2 = (sin θ cosφ)2 + (cos θ0 sin θ sinφ− sin θ0 cos θ)2 (B.6)
On en de´duit
tan θ′ =
√
(sin θ cosφ)2 + (sin θ sinφ cos θ0 − cos θ sin θ0)2
cos θ cos θ0 + sin θ sin θ0 sinφ
(B.7)
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x′ x
y
~Ω z
y′
z′
θ0
θ0
O
Fig. B.2: Le me´ridien de Greenwich est dans le plan (x′Oz′).
tanφ′ =
cos θ0 sinφ sin θ − sin θ0 cos θ
sin θ cosφ
(B.8)
Dans un de´veloppement en harmoniques sphe´riques du champ magne´tique terrestre, on prend
comme origine des longitudes le me´ridien de Greenwich. Lorsque l’on e´tudie l’interaction entre
un champ magne´tique d’origine externe et un champ magne´tique d’origine interne de´veloppe´
sur les harmoniques sphe´riques, il faut de´finir exactement la longitude du me´ridien contenant
l’axe du champ externe. On corrige donc la position de l’axe du dipoˆle d’une longitude φ0,
qui est de l’ordre de 20o E, pour avoir un dipoˆle dont la longitude est de l’ordre de 70o W (cf
Fig. B.1).
x
~Ω z
Me´ridien
de
Greenwich
θ0
θ0
z′  
φ0
Axe du dipoˆle
Fig. B.3: De´phasage de φ0 en longitude. (Pour les
notations, cf Fig. B.2).
tan(φ′ − φ0) = cos θ0 sinφ sin θ − sin θ0 cos θ
sin θ cosφ
(B.9)
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B.2 Expression de (~j ∧ ~B)φ
Dans le repe`re (θ′, φ′), les courants s’e´crivent
~j = j0(r, θ
′, φ′)~e
′
φ
Apre`s rotation de θ0 autour de l’axe x, on exprime les courants dans le repe`re (θ, φ) :
~j = jθ~eθ + jφ~eφ
avec
jθ(r, θ, φ, θ
′, φ′) = j0 [cosφ
′ cos θ0 cos θ sinφ− sinφ′ cos θ cosφ+ cosφ′ sin θ0 sin θ]
jφ(r, θ, φ, θ
′, φ′) = j0 [sinφ
′ sinφ+ cosφ′ cos θ0 cosφ]
Connaissant la position (r, θ, φ) d’un point M dans le re´fe´rentiel des cylindres ge´ostrophiques,
on de´duit, par les relations (B.7) et (B.9), les coordonne´es correspondantes qui permettent
de connaˆıtre les courants j0 dont l’expression est connue dans le re´fe´rentiel magne´tique. D’ou`
l’expression suivante de (~j ∧ ~B)φ = −jθBr.
(~j ∧ ~B)φ = −j0(r, θ′, φ′)Br
∗[cosφ′ cos θ0 cos θ sinφ− sinφ′ cos θ cosφ+ cosφ′ sin θ0 sin θ]
B.3 Expression d’un champ de vecteur dans le nouveau repe`re
On ne conside`re ici que le cas d’un champ magne´tique axisyme´trique. Dans le repe`re magne´-
tique (r, θ′, φ′), il s’e´crit
~B = Br(r, θ
′, φ′)~e
′
r +Bθ(r, θ
′, φ′)~e
′
θ
et dans le repe`re des cylindres ge´ostrophiques (r, θ, φ)
α = sin θ′Br(r, θ
′, φ′) + cos θ′Bθ(r, θ
′, φ′)
β = cos θ′Br(r, θ
′, φ′)− sin θ′Bθ(r, θ′, φ′)
~B = [sin θ cosφ cosφ′α+ sin θ sinφ(sinφ′ cos θ0α+ sin θ0β)
+ cos θ(cos θ0β − sinφ′ sin θ0α)]~er
+[cos θ cosφ cosφ′α+ cos θ sinφ(sinφ′ cos θ0α+ sin θ0β)
− sin θ(cos θ0β − sinφ′ sin θ0α)]~eθ
+[− sinφ cosφ′α+ cosφ(sinφ′ cos θ0α+ sin θ0β)]~eφ
Annexe C
Fonctions de Bessel sphe´riques
C.1 De´finition
On appelle fonctions de Bessel sphe´riques les solutions de l’e´quation diffe´rentielle du second
ordre en r
j
′′
l +
2
r
j
′
l +
(
1− l(l + 1)
r2
)
jl = 0 (C.1)
Il y a deux classes de fonctions qui satisfont cette e´quation diffe´rentielle : les fonctions ayant
une valeur finie en r = 0, dites fonctions de premie`re espe`ce note´es jl ou` l est un entier (la
fonction j0 n’est rien d’autre que le sinus cardinal) ; et les fonctions non de´finies en r = 0,
dites fonctions de deuxie`me espe`ce note´es nl (on trouve aussi la notation yl).
Ces fonctions sont relie´es aux fonctions de Bessel
jl(r) =
√
pi
2r
Jl+1/2(r)
nl(r) = (−1)l
√
pi
2r
J−l−1/2(r)
C.2 Convention de signe
On pourra remarquer que, si les fonctions jl et nl sont solution de l’e´quation (C.1), alors leurs
oppose´es le sont aussi. Il faut de´finir une convention de signe, ou du moins, la ve´rifier.
Dans le manteau conducteur, le polo¨ıdal P est donne´ par l’expression (3.24). Dans le cas d’un
manteau isolant, son expression est
P = a
∞∑
l=1
l∑
m=−l
[
− ε
m
l
l + 1
(r
a
)l
+
iml
l
(a
r
)l+1]
eimφPml (cos θ)e
iωt
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Dans le cas ou` la conductivite´ des diffe´rentes couches conductrices du manteau tend vers ze´ro,
a` la frontie`re noyau-manteau, le polo¨ıdal du manteau conducteur doit tendre vers le polo¨ıdal
du manteau isolant ; ce qui fixe la convention de signe a` adopter. Le comportement en rl a`
l’origine est celui de jl(r), tandis que le comportement en r
−(l+1) a` l’origine est celui de nl(r)
(d’apre`s (C.6) et (C.7)).
C.3 Relations de re´currence
On note fl(r) = α jl(r) + β nl(r) ou` α et β sont des constantes inde´pendantes de l
(2l + 1)fl = r(fl+1 + fl−1) (C.2)
fl−1 =
l + 1
r
fl +
dfl
dr
ou
d
dr
(rfl) = −lfl + rfl−1 (C.3)
r2(jlnl−1 − jl−1nl) = 1 (C.4)
jl+1(r)nl−1(r)− jl−1(r)nl+1(r) = 2l + 1
r3
(C.5)
C.4 Comportement asymptotique a` l’origine
jl(r) ∼ 1
(2l + 1)!!
rl
[
1− r
2
2(2l + 3)
+O(r4)
]
(C.6)
nl(r) ∼ (2l + 1)!!
2l + 1
r−l−1
[
1− r
2
2(2l − 1) +O(r
4)
]
(C.7)
avec (2l + 1)!! = (2l + 1)(2l − 1)(2l − 3). . . (C.8)
C.5 Expression en terme de fonctions e´le´mentaires
jl(r) = Rl
sin r
r
+ Sl
cos r
r
nl(r) = Sl
sin r
r
−Rl cos r
r
Rl =
[l/2]∑
k=0
(−1)k(2l − 2k)!
2l−2k(l − 2k)!(2k)!r
2k−l
Sl =
[(l−1)/2]∑
k=0
−(−1)k(2l − 2k − 1)!
2l−2k−1(l − 2k − 1)!(2k + 1)!r
2k+1−l
ou` [l] repre´sente la partie entie`re de l.
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j0(r) =
sin r
r
n0(r) = −cos r
r
j1(r) =
sin r
r2
− cos r
r
n1(r) = −cos r
r2
− sin r
r
j2(r) =
sin r
r
(
3
r2
− 1
)
− 3 cos r
r2
n2(r) = −cos r
r
(
3
r2
− 1
)
− 3 sin r
r2
C.6 Fonctions de Bessel sphe´riques d’un argument complexe
Soit le nombre complexe k = α(1− i) avec α re´el.
1
kr
=
1 + i
2αr
1
(kr)2
=
i
2α2r2
On peut exprimer les fonctions sinus et cosinus d’un argument complexe en fonction des
fonctions hyperboliques ch et sh
sin(ir) = ish(r)
cos(ir) = ch(r)
ce qui permet d’e´tablir que
sin(kr) = sin(αr)ch(αr)− i cos(αr)sh(αr)
cos(kr) = cos(αr)ch(αr) + i sin(αr)sh(αr)
On en de´duit alors
j0(kr) =
1
2αr
(sin(αr)ch(αr) + cos(αr)sh(αr))
+
i
2αr
(sin(αr)ch(αr)− cos(αr)sh(αr))
n0(kr) =
1
2αr
(− cos(αr)ch(αr) + sin(αr)sh(αr))
+
i
2αr
(− cos(αr)ch(αr)− sin(αr)sh(αr))
j1(kr) =
1
2α2r2
(cos(αr)sh(αr)− i sin(αr)ch(αr))− n0(kr)
n1(kr) =
1
2α2r2
(sin(αr)sh(αr)− i cos(αr)ch(αr))− j0(kr)
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j2(kr) = −
(
3
4α3r3
+
1
2αr
)
sin(αr)ch(αr) +
(
3
4α3r3
− 1
2αr
)
cos(αr)sh(αr)
+
3
2α2r2
sin(αr)sh(αr)
+ i
{(
3
4α3r3
+
1
2αr
)
cos(αr)sh(αr) +
(
3
4α3r3
− 1
2αr
)
sin(αr)ch(αr)
− 3
2α2r2
cos(αr)ch(αr)
}
n2(kr) =
(
3
4α3r3
+
1
2αr
)
cos(αr)ch(αr) +
(
3
4α3r3
− 1
2αr
)
sin(αr)sh(αr)
− 3
2α2r2
cos(αr)sh(αr)
− i
{(
3
4α3r3
− 1
2αr
)
cos(αr)ch(αr)−
(
3
4α3r3
+
1
2αr
)
sin(αr)sh(αr)
+
3
2α2r2
sin(αr)ch(αr)
}
Si on suppose que |k|c >> 1 alors
1
j0(kc)
= 2αc e−αc
([
sin(αc) + cos(αc)
]
− i
[
sin(αc)− cos(αc)
])
Si on suppose aussi que |k|r >> 1
j1(kr)
j0(kc)
∼ − c
r
e−α(c−r) (sin[α(c− r)] + i cos[α(c− r)]) (C.9)
C.7 Valeurs nume´riques
j0(npi) = 0 n = 1, 2, 3 . . . (C.10)
j1(pi) = 1/pi j1(2pi) = −1/(2pi)
j2(4.4934) = 0.2172 j2(7.7253) = −0.12837
j3(5.7635) = 0.12069
j4(6.9879) = 0.13382
Annexe D
Champ magne´tique
et coordonne´es sphe´riques
Cette annexe ne se veut pas exhaustive. J’y exprime seulement des relations qui sont utiles
tout au long de ce travail.
D.1 De´composition toro¨ıdale-polo¨ıdale
Dans le cas sphe´rique,
div ~B = 0 ⇔ ~B = rot(T~r ) + rot rot(P~r ) (D.1)
Le champ magne´tique ~B e´tant a` divergence nulle, ses trois composantes sont relie´es entre
elles. Il suffit donc de deux scalaires inde´pendants pour de´crire le champ ~B. Le scalaire T est
dit toro¨ıdal, le scalaire P polo¨ıdal. On pourra trouver une de´monstration de cette e´quivalence
dans la the`se d’Emmanuel Dormy [1997, Chap. 2].
Dans le cas d’un champ axisyme´trique, on peut aussi utililser le de´veloppement
~B = rot (A~eφ) +B~eφ (D.2)
La partie polo¨ıdale du champ s’e´crit aussi
~Bp = rot rot(P~r ) = −∆P ~r + grad
(
∂
∂r
(rP )
)
(D.3)
dont le rotationnel s’e´crit
rot ~Bp = − rot(∆P~r ) = −
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0
1
sin θ
∂
∂φ(∆P )
∂
∂θ (∆P )
(D.4)
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La composante radiale du rotationnel de la partie toro¨ıdale est
~ur. rot ~BT = ~ur. [grad(div(T~r ))−∆(T~r)] = −2T
r
(D.5)
D.2 Ope´rateur L2
En coordonne´es sphe´riques, on peut de´finir l’ope´rateur L2 a` partir du laplacien
∆P =
1
r
∂2
∂r2
(rP )− 1
r2
L2P (D.6)
C’est l’e´quivalent non quantique de l’ope´rateur de moment cine´tique. Il ve´rifie
L2Yl,m = l(l + 1)Yl,m Yl,m ∝ eimφPl,m (D.7)
ou` Pl,m est une fonction de Legendre. On peut alors exprimer facilement la composante radiale
du champ magne´tique
~B · ~r = L2P (D.8)
et des courants
(rot ~B) · ~r = L2T (D.9)
D.3 Champ magne´tique polo¨ıdal
Les composantes de la partie polo¨ıdale du champ magne´tique sont
Br,P =
1
r
~L2P (D.10)
Bθ,P =
1
r
∂
∂θ
(
∂
∂r
(rP )
)
(D.11)
Bφ,P =
1
r sin θ
∂
∂φ
(
∂
∂r
(rP )
)
(D.12)
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